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Resumo
O transporte controlado de pequenas quantidades de fluidos é fundamental para desenvolver os
laboratórios químicos em um chip (Lab-On-a-Chip, ou LOC, em inglês), ou seja, sistemas mi-
niaturizados de crescente utilização na análise em áreas como Química, Bioquímica, Farmácia
e Biologia, que tendem a substituir os atuais equipamentos analíticos. Os microdispositivos são
essenciais para o transporte controlado e preciso de fluidos. Porém, ainda não foi desenvolvida
uma metodologia para o cálculo do comportamento de fluidos em microdispositivos, existindo
assim uma demanda por modelos numéricos capazes de realizá-lo. Esse trabalho apresenta a
implementação do método sem malha Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) no desenvol-
vimento de um simulador 2D para problemas de escoamento de fluidos em microdispositivos.
O simulador foi programado na linguagem C/C++ para processamento em CPU e na lingua-
gem CUDA-C para processamento em GPU. O estudo da formulação SPH incluiu fenômenos
como tensão superficial, multi-fase, capilaridade e molhabilidade para problemas com intera-
ção fluido-fluido e fluido-estrutura. As etapas de desenvolvimento do simulador computacional
foram: Revisão de métodos de partículas Lagrangianos sem malha elegíveis para a modelagem
da interação fluido-estrutura em micro-sistemas; Metologia e formulação das equações consti-
tutivas para a descrição do comportamento do fluido, da estrutura e da interação fluido-estrutura
usando SPH; Implementação de fenômenos caraterísticos para micro-fluídica como multi-fase
(líquido-líquido) e tensão superficial e capilaridade; E modelagem numérica de microdispositi-
vos para caso de estudo em micro-válvulas e micro-bomba peristáltica. Todas as implementa-
ções das formulações no simulador foram validadas através da comparação com resultados da
literatura e da experimentação. Assim, o principal objetivo desse trabalho é apresentar o método
SPH como uma alternativa na modelagem numérica de fluidos com interação líquido-líquido e
fluido-estrutura em problemas de micro-fluídica.
Palavras-chave: Microfluidica, Mecânica dos fluidos, Fluidodinâmica computacional (CFD).
Abstract
Controlled transport of small amounts of fluids is critical for Lab-On-a-Chip, miniaturized sys-
tems of increasing use of chemical, biochemical, pharmaceutical and biological analyzes that
tend to replace current analytical equipment. Micro-Devices are essential for controlled and
accurate transport of fluids. However, a methodology for the calculation of fluid behavior in
micro-devices has not yet been developed, and there is a demand for capable numerical models.
This work presents the implementation of the Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) mesh-
less method in the development of a 2D simulator for fluid flow problems in micro-devices. The
simulator was programmed in the C / C ++ language for CPU processing and CUDA-C language
for GPU processing. The study of SPH formulation included phenomena such as surface ten-
sion, multi-phase, capillarity and wettability between fluid-fluid and fluid-structure. The steps
of development of the computational simulator were: Review of non-mesh lagrangean particle
methods eligible for modeling of fluid-structure interaction in micro-systems; Metology and
formulation of constitutive equations for the description of fluid, structure and fluid-structure
behavior using SPH; Implementation of micro-fluidic phenomena such as multi-phase (liquid-
liquid) and surface tension and capillarity. Numerical modeling of microdevices for case study
in micro-valves and peristaltic micro-pump; All implementations of formulations and simulator
validated by comparing results in literature and experimentation. Thus, the main objective of
this work was to demonstrate SPH as a tool in the numerical modeling of fluids in liquid-liquid
interaction and liquid-structure for the problems involved in microfluidic and micro-devices.
Keywords: Microfluidic, Mechanics of fluids, Computational fluid dynamics (CFD).
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1 INTRODUÇÃO
Ainda não foi desenvolvida uma metodologia de cálculo do comportamento de micro-
fluidos em microdispositivos através da escolha de parâmetros básicos como frequência e
pressões de atuação, e das características do desenho mecânico e do fluido (Studer, 2004).
Portanto, existe uma demanda por modelos matemáticos capazes de simular o comportamento
de microdispositivos com fluidos em determinadas condições.
Uma alternativa para a simulação de micro-sistemas consiste na utilização de métodos
numéricos tais como o método dos elemento finitos (MEF), que pode ser realizada através da
utilização de códigos especializados (Koch, 1999), ou utilizando softwares cujas capacidades
incluem pelo menos fluidodinâmica e análises estruturais acopladas (Ulrich e Zengerle, 1996).
Porém, problemas com escoamento de fluido simples ou multi-fluidos em microdispositivos
usando métodos MEF são ineficazes computacionalmente por causa da necessidade de detalhar
a complexidade topológica do domínio, sua extensão e interação mútua no tempo (Jens Ducrée,
Peter Koltay, 2005; Steiner e outros, 2009). Devido às grandes dificuldades na geração de
malhas finas ou adaptativas em relação a escala de tempo, tornada-se inviável usar o MEF
para lidar com estes problemas de forma generalizada (Steiner e outros, 2009; Bourouina e
Grandchamp, 1999).
Portanto, nos microdispositivos muitas vezes há fortes interações entre multi-fluidos e
estrutura-fluido, tais como válvulas e membranas, ou multi-fluidos e multi-fases. Assim,
as equações que regem o comportamento destes sistemas muitas vezes não têm soluções
analíticas e incluem efeitos não-lineares (Francais e Bendib, 2001). Logo, a complexidade
dos micro-sistemas com microfluídica precisam de ferramentas de modelagem semelhantes às
que existem para dispositivos na micro-eletrônica com silício (Bourouina e Grandchamp, 1999).
Nesse contexto, o primeiro objetivo da pesquisa é de procurar alternativas de simulação
em microfluídica que sejam capazes de modelar microdispositivos usando métodos de
partículas sem malhas tanto para a modelagem da fluidodinâmica como para a interação
fluido-estrutura.
Esse trabalho apresenta o desenvolvimento de um simulador de fluxo de líquidos (micro-
fluido) para microdispositivos que utilize o método de partículas sem malha Smoothed Particle
Hydrdynamics (SPH) com modificações na formulação de Smoothed Dissipative Particle
Dynamics (SDPD) (Español e Revenga, 2003) e mistura S-Phase (Hu e outros, 2008) para a
implementação de multi-fluido e multi-fase, programado para ser executada em CPU e em
GPGPU usando os linguagens C/C++ e CUDA-C, respectivamente.
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O Capítulo 2 apresenta o estado do arte tanto na área de micro-fluidos e microdispositi-
vos, quanto na simulação utilizando métodos sem malha. No Capítulo 3 apresenta-se a
formulação do método sem malha SPH para a simulação de fluido-estrutura em problemas
muito referenciados na literatura de Dinâmica de Fluidos Computacionais (Computatio-
nal Fluid Dynamics-CFD), como Shear Driver cavity (Liu e Liu, 2003; Khorasanizade e
Sousa, 2014), Dam Break (Crespo, 2008; Gomez-Gesteira e outros, 2010) e gota colidindo
com uma superfície sólida (Jiang e outros, 2013; Xu e outros, 2014; XIONG e outros, 2006).
Esses exemplos têm a finalidade de estudar mais detalhadamente os fundamentos teóricos e a
implementação do método SPH (Monaghan, 2012; Liu e Liu, 2010) em problemas com fluido
como também mostrar as vantagem do método a nível macroscópico.
No Capitulo 4 continua-se com a implementação geral de fronteira móvel validada com
os casos de Dam Break over a wet bed (Khayyer e Gotoh, 2010; Gomez-Gesteira e ou-
tros, 2010) e water discharge (Liu e Liu, 2003; Liu e Karamanlidis, 2003). Também, integra-se
no simulador a condição de fronteira periódica para simular problemas como o fluxo de Cou-
vette e o fluxo de Poiseuille (Morris e outros, 1997; Van Liedekerke e outros, 2013; Shahriari
e outros, 2013). Além disso, para o aprimoramento das implementações com superfície livre,
adicionou-se o termo de fluxo de Rusanov (Cherfils e outros, 2012; Ferrari e outros, 2009;
Sirotkin e Yoh, 2013) na equação de conservação da massa, o que gera mais estabilidade na si-
mulação em exemplos como Dam Collapse e Dam Break (Monaghan, 1994a; Monaghan, 2005).
No Capitulo 5 apresenta-se a implementação do método SPH com algumas reformula-
ções e com a integração do comportamento mesoscópico usando a metodologia General
Equation for the Nonequilibrium Reversible-Irreversible Coupling (GENERIC) (Grmela e
Öttinger, 1997; Ottinger e Grmela, 1997; Grmela, 2010) com o método Smoothed Dissipative
Particle Dynamics (SDPD) (Español e Revenga, 2003; Litvinov e outros, 2008; Vázquez-
Quesada e outros, 2009b) integrando o fenômeno de perturbação térmica (Hu e Adams, 2006;
Litvinov e outros, 2010). Além disso, implementa-se o Continuous Surface Force model (CSF)
(Sigalotti e outros, 2006; Morris, 2000) para incluir os efeitos gerados pela tensão superficial e
a capilaridade (Adami e outros, 2010; Hu e Adams, 2006). Assim, estas novas implementações
precisam de uma nova formulação e metodologia para o método SPH que foram inspirados
nos trabalhos de Adami e outros, 2013 e Hu e outros, 2008, que no trabalho chamamos de
mistura S-Phase. A metodologia proposta é capaz de integrar o comportamento do microdis-
positivo e multi-fluido de uma forma simples e elegante, inspirada pelos trabalhos de Hu e
Adams, 2006 e Litvinov e outros, 2010. Conclui-se com alguns casos de estudo na implemen-
tação de líquido-líquido em misturas de emulsões para aplicação em focalização hidrodinâmica.
No Capitulo 6 mostra-se a implementação do simulador SPH nos problemas de micro-
fluídica em multi-fase para uma taxa de densidade de até 10 vezes. Portanto, a implementação
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do termo de controle de nitidez entre interfases de fluidos é descrito para a estabilidade na
integração temporal (Szewc e outros, 2013; Grenier e outros, 2013; Monaghan e Rafiee, 2013)
e a formulação mistura S-Phase é explicada com maior detalhamento (Adami e outros, 2012;
Adami e outros, 2013; Hu e outros, 2008). Problemas com escoamento e formação de gotícula
e emulsão é apresentado entre líquidos, a qual foi estudada e validada com resultados analíticos.
Além disso, estuda-se com grande interesse o problema de instabilidade Rayleigh–Taylor para
diferentes taxas de densidade e a sua relação com a tensão superficial (Shadloo e outros, 2013;
Dalziel, 2001; Shakibaeinia e Jin, 20120.
No Capitulo 7 estuda-se o simulador proposto na micro-fluidos e multi-fase usando fron-
teiras móveis com problemas em microdispositivos nos casos de estudo de micro-válvula e
micro-bomba peristálticas. Assim, desenvolve-se como casos de estudo na implementação e
validação qualitativa dos micro-sistemas, juntando os estudos realizados nos capítulos anterio-
res. Além disso, apresenta-se a implementação do método SPH usando programação GPGPU
com CUDA-C. Principalmente explica-se como se realizo o pesquisador de partículas, os
tempos de processamento atingidos e a comparação em casos de estudo para a implementação
em multi-fluidos no exemplo de Rayleigh–Taylor.
Assim, pode-se concluir que o trabalho é dividido em duas partes para a implementação
do método SPH. Uma primeira nos capítulos 2 e 3, onde estuda-se problemas clássicos de
mecânica de fluidos, o uso dos métodos sem malha e a programação em CPU usando C/C++,
para assim apresentar a versão do simulador macroscópica. Uma segunda parte, nos capítulos
4, 5 e 6, onde se mostra a integração no simulador dos fenômenos envolvidos na micro-fluídica,
quando interagem nas escalas macro e micro (escala mesoscópica), como por exemplo a
tensão superficial, capilaridade e multi-fase. No final, uma terceira parte expõe no capítulo 7,
apresentado os casos de estudo em simulações com SPH para microdispositivos com fronteiras
móvies do tipo válvula e bomba, onde foi preciso um alto número de partículas, apresentando
como alternativa para o alto processamento computacional a programação em GPU com
CUDA-C.
1.1 Objetivos
1.1.1 Objetivos gerais
Implementar um simulador de interações fluido-estrutura para problemas em micro-
fluídica, empregando métodos numéricos sem malha baseado em partículas. Que seja capaz
de simular fenômenos tais como multi-face, multi-fluidos, tensão superficial e molhabilidade.
Onde o foco principal é a modelagem do escoamento de fluido e a formação de emulsões e
gotículas, através de micro-canais e micro-cavidades. Além da implementação em dispositivos
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ativos como micro-válvulas e micro-bombas peristálticas.
1.1.2 Objetivos específicos
∘ O simulador será projetado especificamente para processamento serial com CPU (Central
Processing Unit) e para o processamento paralelo em processadores gráficos de uso geral
GPGPU (General Purpose Graphics Processing Unit), usando as linguagem C/C++ e
CUDA-C.
∘ O simulador será validado com resultados experimentais e apresentados por outros mo-
delos reportados na literatura.
1.2 Publicações e apresentações
Para a divulgação do trabalho desenvolvido no doutorado, publicaram-se os trabalhos
desta teses em anais de congressos, workshops e seminários, além de artigos em revistas cienti-
ficas.
1.2.1 Artigos de Revista
Para publicações em revista, compreende-se os artigos já publicados nas revistas Intellec-
tus e RIPE. Além disso, artigos que encontram-se em processo de revisão na revista Microflui-
dics and Nanofluidics e RIPE. Portanto, os artigos publicados em revista são:
∘ Patiño, E. A.; Idagawa, H. S. ;Ferreira, L. O. S. .Implementação do método SPH para
modelagem de escoamento de fluidos – Parte 1. FORMULAÇÃO E GENERALIDADES
DO MÉTODO. Intellectus. Revista Acadêmica Digital da Faculdade de Jaguariúna, 2016.
∘ Patiño, E. A.; Idagawa, H. S. ; Ferreira, L. O. S. . IMPLEMENTATION OF GENERIC
METHODOLOGY WITH SDPD IN PROBLEMS FOR MICROFLUIDIC DEVICES.
Revista Interdisciplinar de Pesquisa em Engenharia - RIPE, v. 2, p. 57-75, 2016.
Os artigo em processo de revisão são:
∘ Edgar Andres Patino-Narino; Hugo Sakai Idagawa; Daniel Silva de Lara; Stanislav Mosh-
kalev; Luiz Otavio Saraiva Ferreira. Smoothed Particle Hydrodynamics implementation
as a tool for simulation of emulsions in micro-fluidic devices. Microfluidics and Nano-
fluidics - MANO. 2017.
∘ Patiño, E. A.; Idagawa, H. S. ;Ferreira, L. O. S. .Implementação do método SPH para
modelagem de escoamento de fluidos – Parte 2: Implementação de fronteiras móveis e
periódicas. Intellectus. Revista Acadêmica Digital da Faculdade de Jaguariúna, 2017.
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1.2.2 Congressos, seminários e workshop
Para a divulgação do trabalho, realizaram-se diferentes apresentações e publicação em
anais de eventos nas seguintes reuniões cientificas:
∘ Patiño, E. A.; Idagawa, H. S. ; Ferreira, L. O. S. . IMPLEMENTATION OF GENERIC
METHODOLOGY WITH SDPD IN PROBLEMS FOR MICROFLUIDIC DEVICES.
CILAMCE2016 XXXVII Ibero-Latin American Congress on Computational Methods in
Engineering, 2016, Brasilia, Brasil.
∘ Patiño, E. A.; Ferreira, L. O. S. . Implementação do método Smoothed Particle Hydrody-
namics para modelagem de escoamento de fluido interaginco com estrutura. O Congresso
de Métodos Numéricos em Engenharia (CMN2015), 2015, Lisboa, Portugal.
∘ Patiño, E. A.; Idagawa, H. S. ; Ferreira, L. O. S. . Método sem malha de SPH em aplica-
ções de micro-fluídica. VI Workshop em Microfluídica, 2016, Campinas-SP, Brasil.
∘ Patiño, E. A.; Lara, D. S. ; Ferreira, L. O. S. ; Moshkalev, S. . Implementação do método
SPH para criação de emulsões em dispositivo microfluídico. VI Workshop em Microfluí-
dica, 2016, Campinas-SPH, Brasil.
∘ Patiño, E. A.; Ferreira, L. O. S. . Experience on the implementation of SPH in none-
quilibrium problems for micro-fluid. The Fourth Conference on Particle-Based Methods
(PARTICLES2015), 2015, Barcelona-Espanha.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
Observou-se, nas últimas décadas, o surgimento, crescimento e consolidação de uma
nova tendência mundial: a miniaturização. Em diferentes ramificações da ciência é comum, e
cada vez mais necessário, o uso de dispositivos miniaturizados (van den Berg e outros, 1998;
Qin e outros, 1998). Assim, o uso de sistemas miniaturizados com microdispositivos com
fluidos e multi-fluidos é uma realidade no âmbito mundial aplicados na química analítica
(Mairhofer e outros, 2009). Por exemplo, a miniaturização de equipamentos eletrônicos é
algo comum e presente no nosso cotidiano. Nesse contexto, indústrias ligadas a setores como
o automobilístico, informática, entretenimento, telecomunicações e medicina têm faturado
bilhões de dólares na comercialização de seus produtos (Ehrfeld, 2003).
Da mesma forma que os microchips eletrônicos revolucionaram o universo dos computa-
dores e da eletrônica, os microchips analíticos têm revolucionado a química analítica nos
últimos anos (van den Berg e outros, 1998; Mairhofer e outros, 2009). Inicialmente, a principal
razão para a miniaturização era aumentar o desempenho analítico mais do que reduzir seu
tamanho. No entanto, com a mudança da escala macro para a micro, outras vantagens foram
obtidas, como a redução do volume de reagentes e amostras (da ordem de pL-nL), baixo custo
de fabricação e análise em tempo reduzido (Ehrfeld, 2003).
2.1 Microdispositivos
A ascensão dos microdispositivos analíticos começou no inicio da década de 90, com a
apresentação de um micro-sistema para cromatografia em fase líquida (Manz e outros, 1990b).
Esse cromatógrafo foi fabricado em um substrato de silício com dimensões de 5 × 5 cm
contendo uma coluna tubular aberta, um detector condutométrico e conexões externas para
uma bomba de cromatografia líquida e válvulas para aplicação de pressão.
Simultaneamente à apresentação desse microdispositivo, Manz e colaboradores (Manz
e outros, 1990a) propuseram o conceito de micro-sistemas para análises totais, ou simples-
mente µTAS. Com o desenvolvimento dos µTAS, tornou-se possível integrar várias etapas
analíticas, como introdução da amostra, pré-tratamento da amostra, reações químicas, separa-
ção analítica e detecção em um único dispositivo (Manz e outros, 1990a).
Devido à ideia de inserir várias etapas, normalmente desenvolvidas em um laboratório,
em um chip, os µTAS são também denominados “ lab-on-a-chip” (LOC) (Savage, 1997;
Giannitsis, 2011; Ehrfeld, 2003). Os µTAS, ou LOC, transformam informações químicas em
sinais elétricos ou ópticos, possibilitando uma fácil automação. Estes aspectos se tornaram
relevantes para o campo clínico e ambiental em que o termo “point-of-care” vem sendo
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utilizado (Gulliksen e outros, 2004; Chen e Pépin, 2001). Todos estes fatores, aliados à
portabilidade, impulsionaram o desenvolvimento dos sistemas analíticos em micro-escala nos
últimos anos (Manz e outros, 1990b; Gulliksen e outros, 2004).
Portanto, os micro-sistemas realizam as funções de equipamento de laboratório conven-
cional, com a vantagem que precisam quantidades pequenas de amostras, menores tempos
de resposta e são portáteis (Giannitsis, 2011; Ehrfeld, 2003). A área de dispositivos baseados
em sistemas microfluídicos podem desempenhar as funções de separação, pré-concentração e
síntese química, podendo conter capacidade de aquisição de dados (eletrônica) e de detecção
(análise) no mesmo substrato ((Andersson e van den Berg, 2003), Andersson e van den
Berg, 2004). A meta é que os LOC’s integrem as funções necessárias para desenvolver proces-
sos químicos em um único “chip” (Giannitsis, 2011; Savage, 1997, Cheng e outros, 1998).
Devido ao avanço na micro-eletrônica, nos anos noventa se iniciou um importante de-
senvolvimento na tecnologia de micro-fabricação, permitindo destacados progressos dos
micro-sistemas para análises (Qin e outros, 1998; Mark J. Jackson, 2006). Dessa forma, os
LOCs normalmente são fabricados em vidro, em alguns casos, ou em polímeros, na maioria
dos casos, e as tecnologias mais usadas são a LIGA (e suas derivadas) e litografia macia
(Franssila, 2010; Madou, 2002; Jackson, 2007; Mark J. Jackson, 2006). Como consequência
da popularização dos LOCs microfluídicos, que exigem o transporte de maneira precisa e
uniforme de uma pequena quantidade de fluido, há um crescente interesse em micro-bombas
(Elwenspoek e Lammerink, 1999; Woias, 2005), que são componentes-chave para os LOCs.
A Fig. 2.1 apresenta a evolução do número de publicações, relacionada ao uso de micro-
dispositivos e microfluídica, no período de 2004 a 2015, conforme a base de dados “Web
of Science”. Muitos destes artigos podem ser encontrados em periódicos específicos para
as áreas de micro e nanotecnologia como, por exemplo, “Journal of Micromechanics and
Microengineering, Lab on a Chip, e Nano Letters”. Desses periódicos como “Lab on a Chip”
e “Nano Letters” apresentam um elevado fator de impacto (5,586 e 13,779, respectivamente),
aspecto que comprova a expansão e importância desta nova fronteira (Coltro e outros, 2007).
2.2 Microfluídica
A microfluídica é a ciência que estuda os sistemas que manipulam quantidades muito
pequenas de fluido (10−8 a 10−9 litros) usando canais com dimensões micrométricas (de 10−5
a 10−4 metros). As aplicações em micro-fluidos são possíveis devido as seguintes vantagens:
∘ Pouco consumo de amostras e reagentes químicos.
∘ Elevada resolução e sensibilidade.
∘ Baixo custo e tempos de análises curtos (Cheng e outros, 1998).
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Figura 2.1: Evolução do número de publicações relacionadas aos micro-sistemas analíticos entre
2004 e 2015. Pesquisa realizada na “Web of Science” com as seguintes palavras-chave: “micro-
channels, microfluidic, fluidic microdevices, microfluidic devices”.
Nos sistemas com micro-fluidos aproveitam-se dois atributos principais, a miniaturização e o
fluxo laminar (geralmente com número de Reynolds menor de 100), o que permite um melhor
controle do processo. Assim, tem uma destacada área de aplicação como os MEMS, as células
de combustão, a recuperação de petróleo, os dispositivos de análise química e biológica e a
biomedicina (Nisar e outros, 2008; Cheng e outros, 1998).
Além de considerar um fluxo laminar, as interações microscópicas e fenômenos como
eletro-umedecimento, tensão superficial, capilaridade, molhabilidade, altas flutuações térmicas,
cargas elétricas de superfície e a difusão, que normalmente são desprezados nos sistemas
macroscópicos (Filipovic e outros, 2008), têm um efeito importante na micro-fluídica.
2.3 Emulsões e focalização hidrodinâmica em microdispositivos
A formação de emulsões geradas por microdispositivos fluídicos aumentou devido ao seu
potencial uso em biotecnologia e química Berthier e Silberzan, 2006. Por exemplo, o estudo de
células individuais e a produção de gotículas de produtos químicos encapsulados que podem
ser usados para liberação de medicamentos controlados no corpo (Squires e Quake, 2005).
Uma técnica importante de emulsificação utilizada em sistemas de microdispositivos é a
focalização hidrodinâmica, que ocorre quando vários líquidos com taxas de fluxo diferentes
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entram em contacto (Kunstmann-Olsen e outros, 2012). Este foi inicialmente desenvolvido
para dispositivos 3D por Spielman e Goren (1968) (Spielman L, 1968).
Atualmente, a técnica de focagem hidrodinâmica tem se reduzido a dispositivos micro-
métricos 2D. Esta técnica permite focar com precisão fluxos líquidos de amostra abaixo de 5%
do seu tamanho inicial (Kunstmann-Olsen e outros, 2012; de Mello e Edel, 2007) e é uma das
técnicas mais importantes para a produção de emulsões em microdispositivos.
2.4 Micro-bombas
A introdução de agentes terapêuticos no corpo humano foi o objetivo inicial da pesquisa
em micro-bombas (Woias, 2005; Khandurina e Guttman, 2002). Dentre as primeiras micro-
bombas, a fabricada por Jan Smits, em torno de 1980, destinava-se a controlar a liberação de
insulina em diabéticos, mantendo níveis aceitáveis de açúcar no sangue sem a necessidade de
injeções (Laser e Santiago, 2004). No entanto, as micro-bombas possuem aplicações em muitas
outras áreas como, por exemplo, em refrigeração de circuitos microeletrônicos (Tuckerman e
Pease, 1981), na exploração espacial (instrumentação de baixo peso),(Górecka-Drzazga, 2009)
e mais recentemente em sistemas miniaturizados para análises químicas e bioquímicas, LOC’s
(Wong e outros, 2002; Levinson e outros, 1997; Shoji, 1998).
As micro-bombas de deslocamento alternado representam a vasta maioria das bombas
fabricadas em MEMS (Laser e Santiago, 2004; Ghodssi e Lin, 2011) e em LOC (Giannit-
sis, 2011; Savage, 1997). Elas usam movimentos oscilatórios ou rotatórios de partes mecânicas
para deslocar o fluido. Este grupo pode ser sub-divido em: micro-bombas de deslocamento
alternado, de deslocamento aperiódico e de deslocamento rotatório.
Nosso interesse são as micro-bombas de deslocamento alternativo, cuja maioria usa uma
superfície deformável fixa nas extremidades, dita diafragma ou membrana, para aumentar ou
diminuir o volume de uma câmara através de sua deformação. Além do diafragma, possuem
outros componentes como: câmara de bombeamento, mecanismos de atuação e válvulas. Seus
ciclos de funcionamento têm dois estados: admissão (supply phase), onde o fluido entra na
bomba devido a uma diferença de pressão negativa, e bombeamento (pump mode), onde o
fluido é deslocado devido a uma diferença de pressão positiva.
No grupo de micro-bombas de deslocamento alternativo, a micro-bomba peristáltica de
elastômero atuada pneumaticamente vem ganhando grande popularidade devido à facilidade
de fabricação e fácil integração com milhares de válvulas, canais e centenas de comparadores
em um único substrato, representando uma revolução na micro-fluídica (Berg e outros, 2003;
Laser e Santiago, 2004).
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2.4.1 Micro-bomba peristáltica de elastômero
As micro-bombas desta classe não precisam ter válvulas de checagem, diodos micro-
fluídicos ou quaisquer outros componentes utilizados para produzir fluxo em uma direção
preferencial (Berg e outros, 2003). Outra característica bastante interessante da micro-bomba
peristáltica é sua inerente planaridade, permitindo fácil integração com válvulas e canais
(Unger e outros, 2000).
Além disso, podem ser fabricadas em um único processo de micro-fabricação, com a
possibilidade de serem micro-fabricadas por processos baratos, e não apresentam vazamentos
(Unger e outros, 2000; Woias, 2005). Os pontos-chave são o uso de elastômero como material
estrutural e a tecnologia de micro-fabricação por litografia macia multi-camadas (“multilayer
soft lithography” ou MSL) (Mark J. Jackson, 2006; Chen e Pépin, 2001; Jens Ducrée, Peter
Koltay, 2005).
O elastômero tem como principal vantagem o baixo valor do módulo de Young (Kempe, 2011),
que permite grandes deflexões com pequenas forças. O custo para a fabricação de dispositivos
em elastômero, por exemplo em PDMS (polidimetilsiloxane), é extremamente baixo (0,05
US/cm3) se comparado ao silício (2,5 US/cm3), que é o material mais utilizado em MEMS
(Giannitsis, 2011; Unger e outros, 2000).
2.5 Simulação de micro-fluidos
Os métodos tradicionais em mecânica dos fluidos computacionais (CFD) partem das
equações da mecânica do contínuo. Porém, esse enfoque tem dificuldades para adicionar as
interações microscópicas, que são essenciais na maioria dos casos de estudo da micro-fluídica.
Além disso, as simulações na escala micro, como a Dinâmica Molecular (MD) (Anderson
e outros, 2008), estudam os comportamentos dos fluidos pela evolução das moléculas in-
dividuais que interagem entre si através das potencialidades inter-moleculares. Porém, a
enorme necessidade de processamento computacional limita seu uso a escalas muito peque-
nas de espaço e tempo, inclusive com os supercomputadores mais avançados (Li e outros, 2013).
Pelo fato das técnicas tradicionais de CFD e as simulações com MD não serem muito
adequadas para os micro-fluidos, os pesquisadores estão procurando cada vez mais uma série
de técnicas relativamente novas que ofereçam a possibilidade de incluir parâmetros relevantes
no espaço e na escala de tempo, entre os níveis atômico e macro. Portanto, um modelo
desejável deverá ter um caráter multi-escalar que acoplará a parte do fluxo entre os estados
microscópicos e macroscópicos (Hu e Adams, 2006; Litvinov e outros, 2010).
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Para superar este limitante, realizou-se o estudo na escala mesoscópica, tornando-se uma
importante alternativa. Uma descrição na meso-escala tem que explicar corretamente o com-
portamento do fluido na meso e na macro-escala. Para o fluido em meso-escala, considera-se
um conjunto de pequenas substâncias microscópicas, sendo esta aproximação conhecida como
um estado de granulação grossa (Coarse-grained) (Español e outros, 1997), para descrever o
estado contínuo caraterístico da macro escala. Da categoria de métodos com granulação grossa,
destacam-se os métodos baseados em partículas Smoothed Particle Hydridynamics (SPH)
(Monaghan, 2012; Hu e Adams, 2006) e Dissipative Particle Dynamics (DPD) (Hoogerbrugge
e outros, 2007) sem malha , e Lattice Boltzmann Method (LBM) (Sukop e Thorne, 2006) com
malha.
É importante indicar que as técnicas de simulação em meso-escala ainda estão em uma
etapa relativamente nova de desenvolvimento e aplicação, por terem entre uma e duas décadas
de utilização. Portanto, ainda não atingiram o mesmo estado de maturidade e estabilidade dos
métodos de dinâmica molecular para o limite final da escala microscópica, e CFD no contínuo
para o nível macroscópico (Quesada, 2010).
2.6 Simulação de métodos de partícula sem malha para microfluídica e micro-
dispositivos
Durante os últimos 15 anos, vários novos métodos de simulação sem malha, baseados
em partículas, foram objeto de grande atenção (Li e Liu, 2007; Liu e Karamanlidis, 2003;
Liu e Gu, 2005), pois podem fornecer soluções para os problemas de fluxo acima menciona-
dos(Heyes e outros, 2004). Entre eles estão principalmente os recentes desenvolvimentos em
Smoothed Particle Hydridynamics (SPH) (Liu e Liu, 2003), os Lattice Gas methods (Frisch
e outros, 1986), DPD (Hoogerbrugge e outros, 2007), Moving Least Square (MLS) (Lancaster
e Salkauskas, 1981), Moving Least Square SPH (MLS-SPH) (Dilts, 1999; Dilts, 2000), Moving
Particles Semi-implicit method (MPS) (Koshizuka e outros, 1998; Shakibaeinia e Jin, 2012),
Moving Least Square Reproducing Kernel Interpolant (Liu e outros, 1996; Li e Liu, 2007) e
Discrete Element Method (DEM) (Cundall e Strack, 1979).
A Fig. 2.2 apresenta a evolução do número de publicações, relacionada ao uso de méto-
dos sem malha de partículas, no período de 2004 a 2015, conforme a base de dados de “Web
of Science”. Muitos destes artigos podem ser encontrados em periódicos para as áreas de
ciências como materiais, física, astrofísica, química, biologia, computação e aplicações em
engenharia, por exemplo, “Computers & Fluids, Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, e Computer Physics Communications”. Revistas como “Computer Physics
Communications” e “Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering” apresentam
um bom fator de impacto (3,635 e 3,915, respectivamente), aspecto que comprova a expansão
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e importância dos métodos de partícula sem malha. Além disso, a Fig. 2.3 mostra a progressão
Figura 2.2: Evolução do número de publicações relacionadas aos microsdispositivos entre 2004
e 2015. Pesquisa realizada na “Web of Science” com as seguintes palavras-chave: “Meshfree,
Meshless and Particles.
das publicações entre métodos sem malha ou partículas com aplicações em microfluídica e
microdispositivos, o que demostra o interesse em microfluídica e microdispositivos.
2.6.1 Modelagem de Micro-bombas
Não há ainda uma metodologia estabelecida para o dimensionamento e projeto de
micro-bombas para aplicações em LOC’s através da escolha de parâmetros básicos, como
frequência e pressões de atuação, e das características do desenho mecânico Studer, 2004.
Há, portanto, demanda por modelos matemáticos capazes de simular o comportamento do
dispositivo em determinadas condições. Com tais modelos é possível realizar-se a simulação,
otimização e projetos de micro-bombas.
Pode-se, devido à complexidade de alguns dispositivos, dizer que há necessidade de de-
senvolvimento de ferramentas de modelagem semelhantes às que existem para dispositivos de
silício mais clássicos Bourouina e Grandchamp, 1999. Nas micro-bombas, por exemplo, muitas
vezes há fortes interações entre o líquido e os elementos estruturais, tais como válvulas ou
membranas, que podem também estar acopladas eletricamente ou termicamente, para descrever
o mecanismo de atuação. As equações que regem o comportamento destes sistemas muitas
vezes não têm soluções analíticas, especialmente se incluídos os efeitos não-lineares Francais e
Bendib, 2001.
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Figura 2.3: Evolução do número de publicações relacionadas aos micro-sistemas analíticos entre
1990 e 2006. Pesquisa realizada na “Web of Science” com as seguintes palavras-chave: “mesh-
free, meshless, Particle junto com microdevices, microfluids, microfluidic, microdevices.
2.6.2 Método Dissipative Particle Dynamics (DPD)
No DPD o fluido é simulado usando pontos que se deslocam pelo espaço, trocando
momento e energia que gera um comportamento hidrodinâmico (Español, 1995). O modelo
postula as forças com as partículas interagindo de forma a conservar a energia e o momento
linear do sistema. Em função dessas características, o DPD tem sido aplicado com sucesso
na modelagem numérica de sistemas microfluídicos de elevada complexidade como, por
exemplo, a micro-bomba coloidal publicada por De Palma em 2006 (De Palma e outros, 2006),
a simulação de fluxo multi-fase em redes de microcanais publicada por Liu em 2007 (Liu
e outros, 2007), e um micro-sistema de imuno-ensaios baseado em micro-esferas e uma câmara
microfluídica publicado por Steiner em 2009 (Steiner e outros, 2009).
O trabalho de Steiner (Steiner e outros, 2009) foi o primeiro a aplicar o método DPD
em um sistema real de interesse para engenharia na área de LOC. Uma das vantagens do
método é que, para sistema mesoscópicos com baixo número de Reynold, tanto o fluido quanto
os materiais em suspensão e a estrutura mecânica podem ser representados por partículas de
fluido, e podem-se agregar vários domínios físicos às interações entre partículas ((Koch, 1999);
Francais e Bendib, 2001). Para maior detalhamento da formulação e implementação do método
conferir o Anexo B.1.
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Além disso, este modelo tem alguns limitantes (Marsh e outros, 1997; Groot e outros, 1997;
Qiao e He, 2008; Filipovic e outros, 2008), pelo fato de não permitir escolher a equação de
estado e não conhecê-la a priori. No caso das flutuações térmicas, estas são adicionadas em
DPD de forma muito simples, porém não existe um critério preciso sobre a dependência das
flutuações em função da quantidade de fluido representada por cada ponto.
2.6.3 Método dos elementos discretos (DEM)
O DEM (Cundall e Strack, 1979) é uma poderosa ferramenta para modelagem numérica
do comportamento mecânico de um grande número de partículas, onde cada partícula é consi-
derada como um corpo rígido, com graus de liberdade de translação e de rotação atribuídas aos
seus centros de massa. Um esquema de integração explícita do tempo, com base na segunda
lei de Newton, é aplicado nas equações de movimento para manter o controle das posições e
velocidades das partículas. Ao se deslocarem, algumas das partículas entram em contato com
outras, e um modelo de contato é aplicado usando forças repulsivas para evitar que as partículas
sobreponham-se (Iwashita e Oda; Oñate e Owen, 2000; 2011). Para maior detalhamento da
formulação e implementação do método conferir o Anexo B.1.
O DEM originalmente desenvolvido por Cundall e Strack (Cundall e Strack, 1979), pro-
vou ser uma ferramenta numérica poderosa e versátil para modelar o comportamento de
sistemas granulares e de partículas (Jensen e outros, 1999; Kruggel-Emden e outros, 2008; Zhu
e outros, 2008), e também para estudar a micromecânica de materiais tais como o solo. Esse
método tem potencial para ser uma ferramenta eficaz em problemas da mecânica do contínuo
(isto é, mecânica dos sólidos e dos fluidos), em especial naqueles que são caracterizados pela
transformação de um estado contínuo em um descontínuo, como materiais com propriedades
heterogêneas ou no processo de fratura (Zhu e outros, 2007; Wang e outros, 2008b; Shoaib
e outros, 2012).
Porém, é um método muito limitado por necessitar de muitas interações para atingir es-
tabilidade em casos de baixos Reynolds, além de não ser permitido escolher arbitrariamente
a equação de estado e de não considerar a inclusão de nenhum tipo de flutuação térmica
(Marquardt, 2006; Iimura e outros, 2009).
2.6.4 Método Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)
Um método sem malha baseado em partículas, que é bem-sucedido nas simulações de
problemas multi-escala e multi-fase em microcanais, é o SPH. Este foi usado em suas origens
em problemas de Astrofísica (Monaghan, 2012), sendo a metodologia básica do método SPH
proposta inicialmente por Lucy (Lucy, 1977) e, Gingold e Monaghan em 1982 (Gingold e
45
Monaghan, 1982). Atualmente, além dos problemas de astrofísica, é aplicada com êxito em
problemas variados de CFD (Gomez-Gesteira e outros, 2010) e mecânica de sólidos (Gray
e Monaghan, 2003). Além disso, o método SPH já tem sido implementado em problemas
de micro-fluidos alcançando algum sucesso integrando a tensão superficial e capilaridade,
em simulação de gotas e micro-canais (Liu e outros, 2007; Adami e outros, 2010; Nugent e
Posch, 2000).
No método SPH o fluido é representado por um grupo de partículas que interagem entre
si, as equações de Navier-Stokes são discretizadas e resolvidas nas posições de tais partículas
usando um polinômio de interpolação conhecido como Kernel. Além de ser um modelo
lagrangeano e não ser preciso definir uma malha entre suas partículas, é possível aplicar de
forma natural as condições de fronteira, como superfícies livres, interface entre fluidos e
paredes deformáveis (Sigalotti e López, 2008).
Portanto, as características que tornam o SPH um tema de pesquisa de interesse em me-
cânica computacional, e vantajoso sobre os métodos tradicionais de malha são:
∘ É mais adequado para solucionar problemas com superfície livres, fronteiras deformáveis,
interfaces móveis e altas deformações que os métodos tradicionais de malha.
∘ Por ser o método de partículas sem malha mais antigo, seu desenvolvimento está mais
maduro. Devido ao contínuo aprimoramento e desenvolvimento, a precisão, estabilidade
e adaptabilidade tem atingido níveis aceitáveis para uso em um grande número de pro-
blemas práticos, desde micro-escala a macro-escala, e de sistemas discretos a sistemas
contínuos.
∘ Computacionalmente por ser um método sem malha, o armazenamento das propriedades
do modelo é menor. Isto ocorre porque armazena nas posições das partículas em vez de
armazenar cada ponto do espaço como acontece com os métodos com malha. Assim, faz
os cálculos somente quando são necessários e facilita o uso das técnicas de programação
massivamente paralela (Crespo e outros, 2011).
Na atualidade, para a simulação de micro-fluidos com SPH usando as equações de
continuidade de Navier-Stokes, é associada com o método de Força de Superfície Contínua
(Continuum Surface Force method - CSF) (Morris, 2000; Wu e outros, 1996; Liu e Liu, 2004),
apresentando-se como uma alternativa para a simulação de fluidos em microdispositivos em
comparação com métodos de malha tradicionais e métodos de dinâmica molecular (Adami
e outros, 2010). Esta abordagem tem sido bem sucedida na implementação dos fenômenos de
molhabilidade, capilaridade e tensão superficial para a interação fluido-fluido e fluido-estrutura
em microdispositivos (Tartakovsky e Meakin, 2005; Nugent e Posch, 2000; Shadloo e ou-
tros, 2013).
Porém, uma das limitantes que apresenta SPH é desconsiderar as flutuações térmicas,
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fundamentais na descrição de fluidos na meso-escala.
2.6.5 Smoothed Dissipative Particle Dynamics (SDPD)
Atualmente, tem-se desenvolvido um método de partículas (SDPD) (Español e Re-
venga, 2003), o que melhora os métodos de DPD e SPH. Para o desenvolvimento de SDPD,
emprega-se o formalismo termodinâmico denominado GENERIC (Ottinger e Grmela, 1997;
Grmela e Öttinger, 1997), que estabelece o estado geral das equações de evolução de um sis-
tema através das duas primeiras leis da termodinâmica e o teorema de flutuação-dissipação
(Español e Revenga, 2003). Empregando esse formalismo termodinâmico se obtém um mo-
delo geral do fluido usando partículas (Litvinov e outros, 2010), esse transforma o modelo SPH
quando definimos o volume segundo os parâmetros do método com a diferença que o uso de
GENERIC fornece um guia para incluir as flutuações térmicas de maneira consistente (Español
e Revenga, 2003; Hu e Adams, 2006). Portanto, SDPD tem as melhores qualidades dos dois
modelos tanto de SDPD como de SPH:
∘ Assim como no SPH pode-se escolher a equação de estado.
∘ Assim como no DPD adiciona-se flutuações térmicas. Estas flutuações térmicas se in-
troduzem cumprindo o teorema de flutuação-dissipação de maneira automática (sem a
necessidade de ajustar nenhum parâmetro) Vázquez-Quesada e outros, 2009a.
Pode-se afirmar então que o modelo SDPD é um modelo SPH em que as flutuações térmicas
são introduzidos de forma consistente (Quesada, 2010; Vázquez-Quesada e outros, 2012).
2.7 Seleção para a simulação de microdispositivos com micro-fluídica
A maioria dos estudos citados acima é direcionada para métodos Lagrangeanos e
de interesse particular de métodos sem malha de partículas. Realizou-se análise e revisão
bibliográfica dos métodos, trabalhando principalmente com três metodologias de formulação e
programação: os métodos DPD, SPH e SDPD. Com especial interesse no promissor método de
SPH.
O interesse em SPH é devido a evolução das principais características dos métodos sem
malha e de partículas, e as vantagens do DPD e SDPD para a descrição correta de problemas
de micro-fluidos ((Liu e Liu, 2010); Español e Revenga, 2003). Portanto, acredita-se que seja a
forma adequada simular fluidos em microdispositivos.
2.7.1 Simulador SPH para microdispositivos
Esta proposta de pesquisa tem como objetivo desenvolver um simulador numérico 2D
usando o método sem malha SPH para microdispositivos fluídicos, utilizado em problemas
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com multi-fluidos em diferentes fases.
Para o comportamento no fluido tem-se o interesse especial é o comportamento de emulsões
e gotículas (líquido-líquido). Dessa forma, este trabalho enfoca a implementação da força de
tensão superficial utilizando o método CSF e a implementação de formulações S-Phase (Hu e
Adams, 2006; Tartakovsky e Panchenko, 2016; Szewc e outros, 2013). Portanto, este simulador
se apresenta como uma ferramenta alternativa para previsão, planejamento e projeto de
dispositivos micro-fluídicos. É particularmente adequado para trabalhar com fluidos imiscíveis
e formação de emulsões.
Os modelos e fenômenos apresentados utilizam um simulador 2D desenvolvido na lin-
guagem C/C++ para CPU e CUDA-C para GPU, que pretende ser uma ferramenta interativa
para a pesquisa e desenvolvimento em áreas relacionadas a micro-fluídica.
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3 Formulação e generalidades do método SPH
Esta parte do trabalho explica as diferentes ferramentas para a formulação e a discretiza-
ção usando SPH de uma maneira tradicional, além da sua aplicação na modelagem de fluidos,
usando as equações de conservação de Navier-Stokes.
Apresentam-se as condições de fronteira de superfície livre e fluido confinado (Mo-
naghan, 1989; Gomez-Gesteira e outros, 2010; Crespo, 2008), e algumas correções no método
como correções para o campo de velocidades e para a densidade.
Alem disso, explica-se a implementação de um simulador para problemas em duas di-
mensões para exemplos de fluidos confinados e de superfície livre, como os exemplos de
Shear Driven Cavity, Dam Break, Dam Collapse, Shear Driven Cavity e o problema de
Fourier em transferência de calor (Liu e Liu, 2003; Monaghan, 2005; Monaghan; Liu e
Karamanlidis, 1992; 2003).
3.1 Implementação de simulador
O método SPH foi desenvolvido originalmente para problemas de hidrodinâmica definidos por
Equações Diferenciais Parciais (EDP) em uma formulação forte para as variáveis como densi-
dade, velocidade e energia (Liu e Liu, 2010). Basicamente tem-se dois passos para a obtenção
de uma formulação com SPH. O primeiro é a representação usando uma função ou sua derivada
de forma contínua, como a representação de uma integral, chamando esta etapa como Aproxi-
mação de função por Kernel (Liu e Liu, 2003). Esta aproximação se baseia na avaliação de uma
função de peso (ou função de Kernel) e suas derivadas como em outros métodos numéricos,
sendo melhor conhecida em SPH como Função suave do Kernel (Hongbin e Xin, 2005). O
segundo passo refere-se geralmente como Aproximação por Partículas. Neste passo o domínio
computacional é discretizado empregando a representação de um conjunto de partículas (nós)
distribuídas que representam a configuração do problema (Liu e Liu, 2010; Liu e Liu, 2003).
Dessa forma, a discretização das variáveis na partícula são aproximadas pela soma dos valores
sobre as partículas vizinhas mais próximas.
3.1.1 Aproximação de função por Kernel
A aproximação por Kernel consiste de uma função e suas derivadas através de uma função suave
(FS) (conhecida também como Kernel, Kernel suavizada ou função de peso (Monaghan, 2012;
Liu e Karamanlidis, 2003). Para a aproximação emprega-se o conceito de representação integral
da Eq. 3.1 (Monaghan, 2005), para qualquer função contínua genérica 𝑓(x), usando a função
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delta de Dirac centrada e normalizada no ponto x, como apresenta-se na Eq. 3.2.
𝑓(x) =
∫︁
Ω
𝑓(x’)𝛿 (x− x’) 𝑑x’ (3.1)
𝛿(x− x’) =
{︃
1 x = x’
0 x ̸= x’ (3.2)
Onde Ω representa o domínio que define 𝑓(x) e contem as posições vetoriais x, x’ (estabele-
cendo qualquer posição vetorial dentro do domínio). Considerando que a função de delta Dirac
(Eq. 3.2) é usada, a representação da integral na Eq. 3.1 é exata, se e somente se 𝑓 for definida
contínua em Ω (Liu e Karamanlidis, 2003).
Porém, o delta de Dirac é uma função generalizada que carece de propriedades de con-
tinuidade e diferenciabilidade (Liu e Liu, 2003), e não pode ser empregada para modelos
discretizados numericamente (Liu e Liu, 2010). Portanto, para conservar as propriedades
desejadas da função de Dirac, o delta 𝛿 (x− x’) é substituído por uma FS 𝑊 (x− x’,ℎ)
dependente da distância entre o elemento localizado em x e qualquer outro elemento localizado
em x, imitando as características fundamentais da função delta Dirac. Assim, a Aproximação
por Kernel de 𝑓(x) se torna a Equação 3.3.
⟨𝑓(x)⟩ =
∫︁
Ω
𝑓(x’)𝑊 (x− x’,ℎ) 𝑑x’ (3.3)
Na Equação 3.3, ℎ é o comprimento suavizado que define a área efetiva da FS 𝑊 (x− x’,ℎ),
e os colchetes ⟨⟩ indicam a Aproximação por Kernel (Fulk, 1994). Embora, 𝑊 (x− x’,ℎ) não
seja a função de Dirac, a representação da integral em 3.3, excetuando casos especiais será
uma aproximação precisa (Liu e Liu, 2003; Liu e Liu, 2010).
Desse modo, a FS 𝑊 que define o Kernel deve ter certas condições, para a adequada
representação da função que se deve interpolar, estas condições são:
1. Normalização sobre o domínio, como:∫︁
Ω
𝑊 (x− x’,ℎ) 𝑑x’ = 1 (3.4)
A condição da Equação 3.4, chamada também de condição de unidade porque a inte-
gração da FS produz valor unidade, garante que a função seja diferenciável dentro do
domínio Ω (Dilts, 1999).
2. Suporte compacto, definido por:
𝑊 (x− x’,ℎ) = 0 para |x− x’| > 𝜅ℎ (3.5)
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A condição 3.5, onde 𝜅 é o fator de espalhamento da FS, definido como |x− x’| < 𝜅ℎ,
determina a área efetiva também usualmente chamada de domínio de suporte na FS para
a partícula em x (Randles e Libersky, 1996).
3. A não negatividade da FS:
𝑊 (x− x’,ℎ) ≥ 0 (3.6)
A condição da Equação 3.6 garante respostas que representem fenômenos físicos de
forma adequada, pois as variáveis espaciais nunca são negativas em uma aproximação
real (Liu e Liu, 2003; Liu e Liu, 2010).
4. A FS deve decrescer ao afastar-se da partícula em x. Considera-se que aumentando a
distância entre as partículas, as forças de interação entre elas diminuem.
5. Aproximação ao delta de Dirac: A FS deve ter a condição 3.7 quando ℎ se aproxima de
zero.
lim
ℎ→0
𝑊 (x− x’,ℎ) = 𝛿(x− x’) (3.7)
Contudo, alguns autores desconsideram esta condição porque ela não pode ser garantida
computacionalmente, devido ao alto custo de processamento que para fazer um ℎ muito
próximo de zero. Além disso, a maioria das funções que satisfaz as primeiras quatro
condições se aproxima devidamente ao delta 𝛿(x − x’) (Li e Liu, 2007; Li e Liu, 2002;
Liu e Liu, 2003).
3.1.2 Aproximação das derivadas por Kernel
Através do uso da equação 3.8, pode-se obter uma aproximação para a divergência da função
𝑓(x) inserindo a Equação 3.3 no operador ∇ · 𝑓(x).
⟨∇ · 𝑓(x)⟩ =
∫︁
Ω
∇ · 𝑓(x’)𝑊 (x− x’,ℎ) 𝑑x’ (3.8)
Assim, a divergência na integral 3.8 é modificada com respeito ao primeiro termo como na
Equação 3.9.
[∇ · 𝑓(x’)]𝑊 (x− x’,ℎ) = ∇ · [(𝑓(x’)𝑊 (x− x’,ℎ))]− 𝑓(x’) [∇ ·𝑊 (x− x’,ℎ)] (3.9)
Usando a Equação 3.9 em 3.8, obtém-se a Equação 3.10.
⟨∇ · 𝑓(x)⟩ =
∫︁
Ω
[∇ · (𝑓(x’)𝑊 (x− x’,ℎ))− 𝑓(x’)∇ ·𝑊 (x− x’,ℎ)] 𝑑x’ (3.10)
No primeiro termo da integral no lado direito da Equação 3.10 emprega-se o Teorema da Diver-
gência (Liu e Liu, 2003) para transformá-la em uma integral sobre a superfície 𝑆 do domínio
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de integração Ω (Equação 3.11), sendo n o vetor normal unitário sobre 𝑆.
⟨∇ · 𝑓(x)⟩ =
∫︁
𝑆
𝑓(x’)𝑊 (x− x’,ℎ) · n𝑑𝑆 −
∫︁
Ω
𝑓(x’)∇ ·𝑊 (x− x’,ℎ) 𝑑x’ (3.11)
Como a FS é definida com a propriedade de Suporte Compacto (Liu e Liu, 2003), quando o
domínio de suporte está localizado dentro do domínio do problema, à integral de superfície de
𝑊 (x− x’,ℎ) ao estar ponderado no limite |x− x’| ≈ 𝜅ℎ, como no termo do lado direito da Eq.
3.11, da como resultado que a integral seja zero. Portanto, a aproximação de Kernel pode ser
formulada como a Equação 3.12 (Vignjevic e outros, 2009).
⟨∇ · 𝑓(x)⟩ = −
∫︁
Ω
𝑓(x’)∇ ·𝑊 (x− x’,ℎ) 𝑑x’ (3.12)
3.1.3 Aproximação por partícula
No método SPH o sistema inteiro é representado por um número finito de partículas que tem
massa e ocupam um espaço individual (Liu e Liu, 2010). A representação SPH das integrais
na aproximação por kernel (nas Equações 3.3 e 3.12) torna-se, na forma discreta, em uma
somatória sobre todas as partículas no domínio efetivo da partícula 𝑖 e as partículas vizinhas
mais próximas 𝑗. Este domínio que contem as partículas vizinhas de 𝑖 é chamado de domínio de
suporte, como se observa na Fig. 3.1 (Liu e Liu, 2010). Assim, o processo de discretização de
somatória de partículas é conhecido comumente na literatura de SPH como Aproximação por
Partículas (Fulk, 1994; Liu e Liu, 2003).
O volume infinitesimal 𝑑x’ nas integrais das Equações 3.3 e 3.12 é substituído pelo volume
finito da partícula 𝑗𝑡ℎ que identificaremos como ∆𝑉𝑗 , este é relacionado com a massa (𝑚𝑗)
como na Equação 3.13.
∆𝑉𝑗 =
𝑚𝑗
𝜌𝑗
(3.13)
Para a Equação 3.13, 𝜌𝑗 é a densidade da partícula 𝑗 (para 𝑗 = 1,2,3...𝑁 , onde 𝑁 é igual ao
número de partículas dentro do domínio de suporte da partícula 𝑖).
A Aproximação de Kernel representada na Equação 3.3 pode ser formulada usando uma discre-
tização por Aproximação por Partícula como na Equação 3.14 (Liu e Liu, 2010).
⟨𝑓(x𝑖)⟩ =
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
𝑓(x𝑗)𝑊 (x− x’,ℎ) (3.14)
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Figura 3.1: Representação do domínio Ω através de partículas, mostra-se o domínio de suporte
da partícula 𝑖 e a FS (𝑊 ) (Liu e Liu, 2010). Sendo ℎ o comprimento suave e 𝜅 o fator de
extensão da função Kernel.
Deste modo, a Aproximação por Partícula para uma função na partícula 𝑖 pode finalmente ser
formulada como na Equação 3.15.
⟨𝑓(x𝑖)⟩ =
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
𝑓(x𝑗)𝑊𝑖𝑗 (3.15)
Sendo,
𝑊𝑖𝑗 = 𝑊 (x− x’,ℎ) (3.16)
A Equação 3.15 indica que o valor de uma função na partícula 𝑖 é a aproximação média dos
valores das funções em todas as partículas no domínio de suporte de 𝑖 ponderada pela FS.
Mantendo os mesmos princípios para aproximação da função derivada na Equação 3.12, obte-
mos a discretização como na Equação 3.17.
⟨∇ · 𝑓(x𝑖)⟩ = −
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
𝑓(x𝑗) · ∇𝑊 (x− x’,ℎ) (3.17)
Sendo o gradiente ∇𝑊 da Equação 3.17 calculado com respeito à partícula 𝑗. Assim, a Apro-
ximação por Partícula para uma função na partícula 𝑖 pode finalmente formular-se como na
Equação 3.18.
⟨∇ · 𝑓(x𝑖)⟩ = −
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
𝑓(x𝑗) · ∇𝑗𝑊𝑖𝑗 (3.18)
53
Para a Equação 3.18 o gradiente ∇𝑗 em coordenadas cartesianas é igual ao da Equação 3.19.
∇𝑗 = x𝑗 − x𝑖‖x𝑗 − x𝑖‖ (3.19)
A Equação 3.18 indica que os valores da divergência de uma função na partícula 𝑖 é a
aproximação média dos valores da divergência das funções em todas as partículas no domínio
de suporte de 𝑖 ponderada pela FS.
Além disso, para a aproximação da derivada de uma função, nos casos que se define em
um sistema cartesiano, pode-se transformar o gradiente na partícula 𝑗 (∇𝑗) em função do
gradiente na partícula 𝑖 (∇𝑗 = −∇𝑖). Assim, a Equação 3.17, fica em função do gradiente na
partícula 𝑗 (∇𝑗) como a Equação 3.20 .
⟨∇ · 𝑓(x𝑖)⟩ =
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
𝑓(x𝑗) · ∇𝑖𝑊𝑖𝑗 (3.20)
3.1.4 Algumas técnicas de derivação para a formulação SPH
O método SPH é usado para aproximar a formulação forte das EDP. A chave do método SPH
está na forma de aproximar as derivadas. Porém, existem diferentes maneiras de aproximar
derivadas com a formulação SPH para EDP (Liu e Liu, 2003). Por exemplo, Benz utiliza um
enfoque para a aproximação nas derivadas das EDP que multiplica cada termo com a FS e
faz a integração do volume com o emprego da integração por partes e a expansão por série de
Taylor (Benz e Asphaug, 1995). Enquanto Monaghan usa uma abordagem simples utilizando
diretamente as equações 3.15 e 3.20 (Monaghan, 1992), que será o procedimento a ser adotado
neste trabalho.
A primeira aproximação do método SPH sem nenhum tratamento especial seria usando
diretamente a Equação 3.20, mas esta aproximação geralmente não é exata e resulta em
problemas na conservação do sistema (Monaghan, 1992; Li e Liu, 2007). Entretanto, usando
esta aproximação (Equação 3.20) e a identidade do operador divergência, obtém-se a Equação
3.21.
∇ · 𝑓(x)1 = ∇ · (𝑓(x)1)− 𝑓(x) · ∇1
⟨∇ · 𝑓(x𝑖)⟩ =
𝑁∑︀
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
𝑓(x𝑗) · ∇𝑖𝑊𝑖𝑗 − 𝑓(x𝑖) ·
𝑁∑︀
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
∇𝑖𝑊𝑖𝑗
(3.21)
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Adicionalmente, usando a condição de normalização da FS (Monaghan, 1992; Li e Liu, 2007),
o lado direito da Equação 3.21 pode ser considerado nulo, como é apresentado na Equação 3.22.
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
∇𝑖𝑊𝑖𝑗 = ∇𝑖
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
𝑊𝑖𝑗 = ∇𝑖(1) = 0 (3.22)
A literatura sugere que a aproximação na Equação 3.21 apresenta melhores resultados em com-
paração com a Equação 3.20 (Liu e Liu, 2010; Monaghan, 2012). Portanto, a aproximação por
partícula da Equação 3.21 resulta na Equação 3.23.
⟨∇ · 𝑓(x𝑖)⟩ =
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
[𝑓(x𝑗)− 𝑓(x𝑖)] · ∇𝑖𝑊𝑖𝑗 (3.23)
Dessa maneira, a melhora na Equação 3.23, acontece quando alguma partícula está com
seu domínio de suporte parcialmente cheio de partículas vizinhas, tornando a parte
−𝑓(x𝑖) ·
∑︀𝑁
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
∇𝑖𝑊𝑖𝑗 um complemento para a integração do domínio total da função
discreta.
Outra forma de discretizar as EDP é usando as identidades definidas nas Equações 3.24
e 3.25, o que permite uma transformação mais adequada de derivadas para vários casos
(Monaghan, 2012; Vignjevic e outros, 2009; Fatehi e Manzari, 2011) em comparação com as
aproximações das Equações 3.20 e 3.23.
∇ · 𝑓(x) = 1
𝜌
[∇ · (𝜌𝑓(x))− 𝑓(x) · ∇𝜌] (3.24)
∇ · 𝑓(x) = 𝜌
[︂
∇ ·
(︂
𝑓(x)
𝜌
)︂
− 𝑓(x)
𝜌
· ∇𝜌
]︂
(3.25)
As equações 3.24 e 3.25 são discretizadas usando a Equação 3.20, e empregando uma meto-
dologia similar a realizada para a Aproximação por Partículas (seção 3.1.3), assim obtém-se
as equações 3.26 e 3.27. Estas formulações são as mais usadas para discretizar as equações de
continuidade em fluidos e sólidos (Randles e Libersky, 1996; Monaghan, 2012).
⟨∇ · 𝑓(x𝑖)⟩ = 1
𝜌𝑖
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗 [𝑓(x𝑗)− 𝑓(x𝑖)] · ∇𝑖𝑊𝑖𝑗 (3.26)
⟨∇ · 𝑓(x𝑖)⟩ = 𝜌𝑖
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
[︂
𝑓(x𝑗)
𝜌2𝑗
− 𝑓(x𝑖)
𝜌2𝑖
]︂
· ∇𝑖𝑊𝑖𝑗 (3.27)
Além das discretizações descritas anteriormente, existem algumas regras de linearidade na apro-
ximação das EDP usando SPH (Vignjevic e outros, 2009; Randles e Libersky, 1996; Liu e
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Liu, 2010). Alguns importantes exemplos destas regras são descritas nas Equações 3.28 (Vign-
jevic e outros, 2009; Liu e Gu, 2005; Liu e Liu, 2010), sendo 𝑓1 e 𝑓2 funções variáveis no espaço
e 𝑧 uma constante qualquer.
⟨𝑓1 ± 𝑓2⟩ = ⟨𝑓2 ± 𝑓1⟩ = ⟨𝑓1⟩ ± ⟨𝑓2⟩
⟨𝑓1𝑓2⟩ = ⟨𝑓2𝑓1⟩ = ⟨𝑓1⟩ ⟨𝑓2⟩
⟨𝑧𝑓2⟩ = 𝑧 ⟨𝑓2⟩
(3.28)
3.2 Função de suavização FS
Existe uma grande diversidade de FS, entre elas funções Gaussianas e polinômicas (Liu
e Liu, 2010; Capuzzo-Dolcetta e Di Lisio, 2000; Hongbin e Xin, 2005). A escolha da função
FS depende do fenômeno a estudar (Liu e Gu, 2005; Hongbin e Xin, 2005). Assim, para o
comportamento do método SPH dependera fortemente da função de Kernel escolhida (Liu e
Gu, 2005; Hongbin e Xin, 2005).
Quando a FS obedece as condições descritas na seção 3.1.3 como aproximação ao Delta
Dirac (Equação 3.7), não negatividade (Equação 3.6), suporte compacto (Equação 3.5),
normalização (Equação 3.4) e decrescente. Assim, a definição da FS é representada como na
Equação 3.29, sendo 𝜙 a função que descreve o Kernel e 𝑑 a dimensão.
𝑊 (x𝑖 − x𝑗,ℎ) = 1
ℎ𝑑
𝜙
(︂‖x𝑖 − x𝑗‖
ℎ
)︂
= 𝑊𝑖𝑗 (3.29)
Neste trabalho, se usará principalmente as aproximações de Kernel de Spline cúbica (Cubic
Spline) ou B-Spline, representado na Equação 3.30 (Liu e Gu, 2005; Monaghan, 2012;
Capuzzo-Dolcetta e Di Lisio, 2000), e o Kernel de Spline quíntica (Quintic Spline) ou Q-Spline
apresentada na Equação 3.31 (Asai e outros, 2012; Zainali e outros, 2013; Zhu e Fox, 2001). A
escolha dessas duas FS é devido ser comumente utilizada na literatura. Assim, nos problemas
para fluido-estrutura e em superfície livre, tratados neste capítulo usaremos o Kernel de B-
Spline (Liu e Gu, 2005; Monaghan, 2012; Capuzzo-Dolcetta e Di Lisio, 2000). Entretanto, para
os casos tratados nos capítulos de micro-fluídica onde se precisa maior precisão emprega-se
o Kernel Q-Spline (Shadloo e outros, 2013; Szewc e outros, 2011; Litvinov e outros, 2010;
Adami e outros, 2012).
As Equações 3.30 e 3.31 estão em função da distância entre partículas com a relação
𝑞 =
‖x𝑖 − x𝑗‖
ℎ
.
𝑊 (𝑞,ℎ) = 𝛼𝑑
⎧⎪⎨⎪⎩
4− 6𝑞2 + 3𝑞3 0 ≤ 𝑞 < 1
(2− 𝑞)3 1 ≤ 𝑞 < 2
0 2 ≤ 𝑞
(3.30)
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Na Equação 3.30 um 𝜅 = 2 e o fator dimensional 𝛼𝑑, que esta definido para 1D como 𝛼1 =
1
6ℎ
,
para 2D como 𝛼2 =
15
42𝜋ℎ2
e para 3D como 𝛼3 =
3
12𝜋ℎ3
(Liu e Gu, 2005; Monaghan, 2005).
𝑊 (𝑞,ℎ) = 𝛼𝑑
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(3− 𝑞)5 − 6(2− 𝑞)5 + 15(1− 𝑞)5 0 ≤ 𝑞 < 1
(3− 𝑞)5 − 6(2− 𝑞)5 1 ≤ 𝑞 < 2
(3− 𝑞)5 2 ≤ 𝑞 < 3
0 2 ≤ 𝑞
(3.31)
Na Equação 3.31 um 𝜅 = 3 e o fator dimensional 𝛼𝑑, que esta definido para 1D como
𝛼1 =
1
120ℎ
, para 2D como 𝛼2 =
7
478𝜋ℎ2
e para 3D como 𝛼3 =
3
358𝜋ℎ3
(Asai e outros, 2012;
Morris, 2000).
Além disso, é preciso definir 𝑊𝑖𝑗 o gradiente ∇𝑖𝑊𝑖𝑗 ao ser o operador mais usado nas
EDP. Portanto, é necessário encontrar ∇𝑖𝑊𝑖𝑗 =
𝜕𝑊𝑖𝑗
𝜕x𝑖
em função de 𝑊 (𝑞,ℎ) (Equação
3.30) e 𝑞. Assim, tem-se a derivada de 𝑊𝑖𝑗 por 𝑞 como
𝜕𝑊𝑖𝑗
𝜕𝑞
, o gradiente de ‖x𝑖 − x𝑗‖ como
𝜕‖x𝑖 − x𝑗‖
𝜕x𝑖
=
(x𝑖 − x𝑗)
‖x𝑖 − x𝑗‖ e a derivada de 𝑞 por ‖x𝑖−x𝑗‖ como
𝜕𝑞
𝜕‖x𝑖 − x𝑗‖ =
1
ℎ
. Dessa maneira,
usando a regra da cadeia (Li e Liu, 2007) como na Equação 3.32, encontra-se a relação para
∇𝑖𝑊𝑖𝑗 como a Equação 3.33.
∇𝑖𝑊𝑖𝑗 = 𝜕𝑊𝑖𝑗
𝜕x𝑖
=
𝜕‖x𝑖 − x𝑗‖
𝜕x𝑖
𝜕𝑞
𝜕‖x𝑖 − x𝑗‖
𝜕𝑊𝑖𝑗
𝜕𝑞
(3.32)
∇𝑖𝑊𝑖𝑗 = (x𝑖 − x𝑗)‖x𝑖 − x𝑗‖
1
ℎ
𝜕𝑊𝑖𝑗
𝜕𝑞
(3.33)
Assim, a derivada
𝜕𝑊𝑖𝑗
𝜕𝑞
para B-Spline e Q-Spline são definidas pelas Equações 3.34 e 3.35,
respectivamente.
𝜕𝑊𝑖𝑗
𝜕𝑞
= 𝛼𝑑
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−12𝑞 + 9𝑞2 0 ≤ 𝑞 < 1
3 (2− 𝑞)2 1 ≤ 𝑞 < 2
0 2 ≤ 𝑞
(3.34)
𝜕𝑊𝑖𝑗
𝜕𝑞
= 𝛼𝑑
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−5(3− 𝑞)4 + 30(2− 𝑞)4 − 75(1− 𝑞)4 0 ≤ 𝑞 < 1
−5(3− 𝑞)4 + 30(2− 𝑞)4 1 ≤ 𝑞 < 2
−5(3− 𝑞)4 2 ≤ 𝑞 < 3
0 2 ≤ 𝑞
(3.35)
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3.3 Equações de conservação para fluidos usando SPH
O método SPH não é somente um sistema de interpolação, mas também proporciona um con-
junto de formas de aproximação por meio de sua discretização para equações da mecânica de
meios contínuos (Monaghan, 2012). Assume-se para o método SPH que o fluido tem uma baixa
compressibilidade (∇ · v ≈ 0), para a solução das equações de Navier-Stokes em um marco La-
grangeano totalmente explicito, com a ajuda de uma equação de estado para a relação entre
pressão e densidade (Khorasanizade e Sousa, 2014; Morris e outros, 1997).
3.3.1 Conservação de massa
Para a conservação da massa usa-se a Equação 5.2, que discretiza o critério da aproximação da
Equação 3.23. Portanto, a densidade é discretizada como a Equação 3.37.
𝐷𝜌
𝐷𝑡
= −𝜌 (∇ · v) (3.36)
⟨
𝑑𝜌𝑖
𝑑𝑡
⟩
= 𝜌𝑖
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
(v𝑖 − v𝑗) · ∇𝑊𝑖𝑗 (3.37)
Para as Equações 5.2 e 3.37, 𝜌 a densidade, v o vetor de velocidades (onde define-se v = 𝑑x/𝑑𝑡)
e 𝑡 é o tempo. A Equação 3.37 é sem duvida a mais usada para a continuidade de massa
de problemas em mecânica de sólidos e fluidos (Benz e Asphaug, 1995; Gomez-Gesteira
e outros, 2010).
No entanto, a variável densidade pode ser discretizada como uma função, utilizando a
Equação 3.14, assim a função densidade ficará como a Equação 3.38. Esse tipo de discretização
para a massa é realizada quando os problemas não apresentam mudanças consideráveis
na densidade e o material é considerado quase-incompressível (Randles e Libersky, 1996;
Monaghan, 2005).
⟨𝜌𝑖⟩ =
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗𝑊𝑖𝑗 (3.38)
3.3.2 Equação de conservação de momento
A equação de conservação de momento nos meios contínuos é definida pela Equação 3.39.
𝐷v
𝐷𝑡
=
1
𝜌
(∇ · 𝜎) + F = −∇𝑃
𝜌
+ 𝜇∇2v + F (3.39)
Assim, para a Equação 3.39, 𝜎 é o tensor de tensões, F é o campo de forças externas, e 𝑃 e
𝜇 são a pressão e a viscosidade respectivamente. No entanto, a equação de momento possui
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várias formas de discretizar-se em relação ao termo de viscosidade (𝜇∇2v). A discretização da
equação de momento tem sido extensamente estudado especialmente na implementação We-
akly Compressible SPH (WCSPH) (Basa e outros, 2008). Portanto, num estudo recentemente
realizado por Shahriari (Shahriari e outros, 2013), com diferentes abordagens no contexto da
formulação de SPH para o momento, mostra que a melhor formulação é a proposta por Mor-
ris em (Morris e outros, 1997). Com base nisto considera-se a discretização para a equação de
momento
(︂
𝑑v
𝑑𝑡
)︂
como a Equação 3.40 (Xu e outros, 2009).
⟨
𝑑v𝑖
𝑑𝑡
⟩
=
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
{︂(︂
𝑃𝑗
𝜌2𝑗
+
𝑃𝑖
𝜌2𝑖
)︂
∇𝑊𝑖𝑗 +
(︂
𝜇𝑖 + 𝜇𝑗
𝜌𝑖𝜌𝑗
r𝑖𝑗 · ∇𝑊𝑖𝑗
𝑟2𝑖𝑗 + 0,01ℎ
2
𝑖
)︂
v𝑖𝑗
}︂
+ F (3.40)
O tensor 𝜎 da Equação 3.39 é composto por um termo de esforço esférico definido pelo gra-
diente de pressão
(︂
−∇𝑃
𝜌
)︂
. Foram utilizadas as equações de estado para fluidos com baixo
Reynolds usadas por Morris (Morris e outros, 1997; Li e Liu, 2002) conforme apresentado na a
Equação 3.41 e a equação de Tait (Monaghan, 1994a) para aplicação de fluido livre conforme a
Equação 4.3.
𝑃 = 𝑐2𝜌 (3.41)
𝑃 = 𝐵𝑓
[︂(︂
𝜌
𝜌0
)︂𝛾
− 1
]︂
(3.42)
Para as Equações 3.41 e 3.42, 𝐵𝑓 =
𝑐2𝜌0
𝛾
, 𝛾 é uma constante geralmente com valor igual a
7, 𝜌0 é a densidade inicial de referência do fluido e 𝑐 é a velocidade do som na densidade de
referência. Uma vez que, usando a velocidade real do som para o fluido resultaria em passos de
tempo extremamente pequenos, uma velocidade de som artificial menor é usualmente utilizada.
(Morris e outros, 1997; Monaghan, 1994a). Morris e outros, 1997 propuseram uma estimativa
numérica da velocidade do som considerando o equilíbrio entre a pressão, força viscosa e força
do corpo como:
𝑐 = 𝑚𝑎𝑥
(︂
𝑉 2𝑚𝑎𝑥
𝛿
,
𝜇𝑉𝑚𝑎𝑥
𝛿𝐿
,
𝐹𝐿
𝛿
)︂
; 𝛿 =
∆𝜌
𝜌0
(3.43)
Onde 𝐹 é a magnitude da força do corpo, 𝑉𝑚𝑎𝑥 é a velocidade maior (isto é, a magnitude da
velocidade média), 𝛿 é a variação da densidade e 𝐿 é a escala do comprimento característico.
Assim, para manter a variação de densidade do fluido inferior a um por cento da densidade de
referência e manter a propriedade de fluido quase-incompressível, o número de Mach deve ser
menor do que 0,1. Em outras palavras, a velocidade do som deve ser superior a dez vezes a
velocidade máxima do fluido (Gomez-Gesteira e outros, 2010).
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3.3.3 Equação de conservação de energia
A energia interna térmica relacionada a cada partícula é calculada a partir da Equação 3.44.
Consegue-se a discretização da energia interna usando SPH como apresenta-se na Equação
3.45, a qual é tal vez a formulação mais usada nas aplicações com SPH para energia (Li e
Liu, 2007; Liu e Karamanlidis, 2003).
𝐷𝐸
𝐷𝑡
=
1
𝜌
𝜎 : ∇𝑠v− ?˙? = 1
𝜌
𝜎 :
[︂
1
2
(v⊗∇+∇⊗ v)
]︂
− ?˙? (3.44)
⟨
𝑑𝐸𝑖
𝑑𝑡
⟩
=
1
4
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
(︂
𝜎𝑗
𝜌2𝑗
+
𝜎𝑖
𝜌2𝑖
)︂
: [(v𝑗 − v𝑖)⊗∇𝑊𝑖𝑗 +∇𝑊𝑖𝑗 ⊗ (v𝑗 − v𝑖)] + ?˙?𝑖𝑗 (3.45)
Para as equações 3.44 e 3.45, 𝐸 é a energia, ?˙? é a difusão térmica e o operador∇𝑠 é o gradiente
simétrico (estabelecido como ∇𝑠(∙) = 1
2
[(∙)⊗∇+∇⊗ (∙)]).
Para o termo de difusão térmica ?˙? empregou-se a equação constitutiva para o fluxo de
calor dada pelo modelo de Fourier, que define como a Equação 3.46 (Monaghan, 2012). A
discretização que se emprega neste trabalho é a proposta por P.W. Cleary e J.J Monaghan
(Cleary e Monaghan, 1999), apresentada na Equação 3.47 (Monaghan, 2012; Monaghan, 2005).
?˙? =
1
𝜌
∇ · (𝐾∇𝑇 ) (3.46)
⟨
?˙?𝑖𝑗
⟩
=
𝑁∑︁
𝑗=1
4
𝑚𝑗
𝜌𝑖𝜌𝑗
(︂
𝐾𝑖𝐾𝑗
𝐾𝑖 + 𝐾𝑗
)︂(︂
𝑇𝑖 − 𝑇𝑗
r𝑖𝑗 · r𝑖𝑗
)︂
(r𝑖𝑗 · ∇𝑊𝑖𝑗) (3.47)
r𝑖𝑗 = x𝑖 − x𝑗 (3.48)
Nas Equações 3.46 e 3.47, 𝐾 é a condutividade térmica do material, r𝑖𝑗 é o vetor distância entre
partículas (Equação 3.48) e 𝑇 é a temperatura.
3.4 Correções para o método SPH
As correções do método SPH são usadas para melhorar primordialmente erros de aproximação
no comportamento da FS (𝑊𝑖𝑗), quando alguma das condições de SPH não são completa-
mente satisfeitas (Monaghan, 2005), principalmente devido à natureza do Kernel (Hongbin e
Xin, 2005), quando o domínio de suporte não está completamente cheio de partículas, ou não
se atingem as condições de Normalização e de Domínio compacto (Liu e Gu, 2005) (Fig. 3.2).
As correções mais frequentes são as correções no movimento da partícula no tempo (Mo-
naghan, 1989), re-inicialização da densidade Liu e Gu, 2005; Dilts, 1999) e re-inicialização da
função gradiente no Kernel (Johnson e outros, 1996) e tratamento das tensões desestabilizado-
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ras Gray e Monaghan, 2003; Monaghan, 2000).
Domínio sem 
partículas
Partículas Reais
Particula i
Fronteira
Figura 3.2: Situação em que a partícula 𝑖 esta na fronteira e o domínio de suporte não está
completamente cheio de partículas. Sendo Ω𝑖 é o domínio de suporte de 𝑖
3.4.1 Correção de pressão usando Viscosidade Artificial
A correção por viscosidade artificial é usada para compensar as oscilações não físicas nas res-
postas numéricas da pressão, aprimorando a difusão nos fluidos e a dissipação de energia (Liu
e Gu, 2005; Liu e Liu, 2010; Monaghan, 2000). É muito utilizada por sua facilidade em proble-
mas com fluidos (Monaghan e Kos, 2000; Liu e Liu, 2010) e sólidos (Randles e Libersky, 1996).
Pode-se considerar a primeira aproximação para as tensões desestabilizadoras, mas que é usada
para outros fins (Monaghan, 2012; Johnson, 1996). Para este trabalho usa-se a função de visco-
sidade artificial Π𝑖𝑗 da Equação 3.49.
Π𝑖𝑗 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝐶1𝑐𝑖𝑗𝜇2𝑖𝑗+𝐶2𝜇2𝑖𝑗
𝜌𝑖𝑗
Se (v𝑗 − v𝑗) · (x𝑗 − x𝑗) < 0
0 Caso contrário
(3.49)
𝜇𝑖𝑗 =
ℎ¯𝑖𝑗 (v𝑗 − v𝑗) · (x𝑗 − x𝑗)
‖x𝑗 − x𝑗‖2 + 0,01ℎ¯2𝑖𝑗
(3.50)
Para a Equações 3.49 e 3.50, 𝑐𝑖𝑗 =
𝑐𝑖+𝑐𝑗
2
, 𝜌𝑖𝑗 =
𝜌𝑖+𝜌𝑗
2
, ℎ¯𝑖𝑗 =
ℎ𝑖+ℎ𝑗
2
, os parâmetros 𝐶1 e 𝐶2 são
constantes de ordem unitário e 𝑐 é a velocidade do som. Assim, a Π𝑖𝑗 é adicionada nas equações
de continuidade discretizadas por SPH no termo da Equação 3.51 que está presente na Equação
61
3.40 de momento e Equação 3.45 de energia.(︂
𝜎𝑗
𝜌2𝑗
+
𝜎𝑖
𝜌2𝑖
+ Π𝑖𝑗1
)︂
(3.51)
3.4.2 Correção do movimento nas partículas
Para a correção do movimento nas partículas usa-se a correção proposta por Monaghan, cha-
mada de XSPH (1989). O XSPH recalcula o campo de velocidade da partícula fazendo uma
média entre todas as partículas vizinhas no domínio de suporte (Monaghan e Kos, 2000; Liu e
Gu, 2005). Assim, para a Equação 3.52, 𝑒 é uma constante entre 0,25 e 0,5.
v˜ = v + 𝑒
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
(v𝑗 − v𝑖)𝑊𝑖𝑗 (3.52)
A velocidade recalculada v˜ utilizando XSPH é usada para problemas que apresentam altas ve-
locidades de deformação tanto para fluidos (Monaghan e Kos, 1999) como para sólidos (Gray
e outros, 2001; Benz e Asphaug, 1995).
3.4.3 Re-inicialização da densidade
No método SPH o comportamento da variável densidade apresenta grandes oscilações (Liu
e Gu, 2005). Portanto, utiliza-se correções para a re-inicialização da FS para a densidade
(Vignjevic e outros, 2009) pois tem uma dupla função como variável de formulação nas
EDP de conservação e conforma o material discreto do fenômeno (Liu e Gu, 2005; Vignjevic
e outros, 2009). Para este trabalho se usa o método de Shepard (Li e Liu, 2007; Liu e Gu, 2005).
Shepard: O filtro de Shepard é uma correção simples do campo de densidades, que é
uma re-inicialização de grau zero para a FS, usada cada determinado tempo, na literatura
se sugere em perídios entre 20 − 50 passos, neste trabalho se utilizo cada 30 passos (Li e
Liu, 2007; Liu e Liu, 2010; Liu e Liu, 2003).Assim, a Equação 3.53 define a re-inicialização da
função Kernel ?˜?𝑖𝑗 com a Equação 3.54.
𝜌𝑖 =
𝑁∑︁
𝑗=1
𝜌𝑗
𝑚𝑗
𝜌𝑗
?˜?𝑖𝑗 =
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗?˜?𝑖𝑗 (3.53)
?˜?𝑖𝑗 =
𝑊𝑖𝑗∑︀𝑁
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
𝑊𝑖𝑗
(3.54)
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Moving Least Square SPH (MLSPH): foi desenvolvido por Dilts (1999) (Dilts, 1999;
Dilts, 2000) e tem sido aplicado com exito, sendo frequentemente referenciada (Gomez-
Gesteira e outros, 2010; Crespo; Li e Liu, 2008; 2007). MLS é uma correção de re-inicialização
de FS de primeira ordem, que se utiliza no campo de densidade, sendo calcula pela Equação
3.55.
𝜌𝑛𝑜𝑣𝑜𝑖 =
𝑁∑︁
𝑗=1
𝜌𝑗
𝑚𝑗
𝜌𝑗
𝑊𝑀𝐿𝑆𝑖𝑗 =
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗𝑊
𝑀𝐿𝑆
𝑖𝑗 (3.55)
A correção do kernel 𝑊𝑀𝐿𝑆𝑖𝑗 é calculado pela Equação 3.56, onde 𝛽𝑖 é um vetor correção de
tamanho 𝑑 + 1 (Equação 3.57) e X˜𝑖𝑗 é o vetor distância linear aproximada de tamanho 𝑑 + 1,
calculado pela Equação 3.58, para 𝑥𝛼𝑖 e 𝑥
𝛼
𝑗 vetores de posição das partículas (𝛼 = 1,2,3,...,𝑑) e
A𝑖 como a Equação 3.59).
𝑊𝑀𝐿𝑆𝑖𝑗 =
[︁
𝛽𝑖 · X˜𝑖𝑗
]︁
𝑊𝑖𝑗 (3.56)
𝛽𝑖 = A
−1
𝑖
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
0
0
...
0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.57)
X˜𝑖𝑗 =
[︁
1 (𝑥1𝑖 − 𝑥1𝑗) (𝑥2𝑖 − 𝑥2𝑗) · · · (𝑥𝑑𝑖 − 𝑥𝑑𝑗 )
]︁
(3.58)
A𝑖 =
∑︀𝑁
𝑗=1
𝑚𝑗
𝜌𝑗
A˜𝑖𝑗𝑊𝑖𝑗
A˜𝑖𝑗 = X˜𝑖𝑗 ⊗ X˜𝑖𝑗
(3.59)
MLS da mesma forma que em Shepard se usa cada 30 passos de tempo (Dilts, 1999; Dilts, 2000;
Crespo, 2008).
3.5 Passos de Tempo
Existem varias alternativas para a integração temporal das equações de continuidade
discretizadas usando SPH (Monaghan, 2005; Crespo, 2008), entre elas as mais empregadas
são os algoritmo de Verlet (Monaghan, 2005; Li e Liu, 2007), Beeman (Liu e Gu, 2005;
Liu e Liu, 2003) e Predictor-Corrector (Monaghan, 1989; Gomez-Gesteira e outros, 2010;
Crespo, 2008). Desse modo, é aconselhável utilizar pelo menos um sistema de segunda ordem
de precisão para a atualização temporal (Li e Liu, 2002; Liu e Liu, 2010; Liu e Liu, 2003). Neste
trabalho se usa o algoritmo de integração de Predictor-Corrector (PC) estabelecido por Mo-
nohgam em (1989) (Monaghan, 2005) e que é muito utilizado (Liu e Liu, 2010; Crespo, 2008;
Crespo e outros, 2011), porque apresenta uma adequada estabilização das variáveis atualizadas
com um baixo erro.
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3.5.1 Algoritmo de atualização temporal Preditor-Corretor
Considerando-se a densidade (Equação 3.37), o momento (Equação 3.40), a energia
(Equação 3.45) e a velocidade no caso de usar XSPH (Equação 3.52), como as Equações 3.60 a
3.63.
𝐷v𝑖
𝐷𝑡
= G𝑖 (3.60)
𝐷𝜌𝑖
𝐷𝑡
= 𝑀𝑖 (3.61)
𝐷𝐸𝑖
𝐷𝑡
= 𝑒𝑖 (3.62)
v˜𝑖 = V˜𝑖 (3.63)
Portanto, usando a predição da evolução no tempo para uma primeira instância como mostra-se
nas Equações 3.64 a 3.67, atualizando no passo de tempo 𝑛 + 1
2
para as variáveis velocidade
(v𝑖), densidade (𝜌), energia (𝐸) e posição (x𝑖).
v𝑛+
1
2
𝑖 = v
𝑛
𝑖 +
∆𝑡
2
G𝑛𝑖 (3.64)
𝜌
𝑛+ 1
2
𝑖 = 𝜌
𝑛
𝑖 +
∆𝑡
2
𝑀𝑛𝑖 (3.65)
𝐸
𝑛+ 1
2
𝑖 = 𝐸
𝑛
𝑖 +
∆𝑡
2
𝑒𝑛𝑖 (3.66)
x𝑛+
1
2
𝑖 = x
𝑛
𝑖 +
∆𝑡
2
V˜
𝑛
𝑖 (3.67)
Para continuar, calcula-se de novo com as variáveis em 𝑛 + 1
2
, as equações de continuidade de
densidade (Equação 3.37), o momento (Equação 3.40), a energia (Equação 3.45), as correções
como XSPH (Equação 3.52) e a equação de estado. Assim, as novas taxas são adicionadas nas
Equações 3.68 a 3.71.
v𝑛+
1
2
𝑖 = v
𝑛
𝑖 +
∆𝑡
2
G𝑛+
1
2
𝑖 (3.68)
𝜌
𝑛+ 1
2
𝑖 = 𝜌
𝑛
𝑖 +
∆𝑡
2
𝑀
𝑛+ 1
2
𝑖 (3.69)
𝐸
𝑛+ 1
2
𝑖 = 𝐸
𝑛
𝑖 +
∆𝑡
2
𝑒
𝑛+ 1
2
𝑖 (3.70)
x𝑛+
1
2
𝑖 = x
𝑛
𝑖 +
∆𝑡
2
V˜
𝑛+ 1
2
𝑖 (3.71)
Finalmente, os valores são calculados para o passo de tempo final nas Equações 3.72 a 3.75.
v𝑛+1𝑖 = 2v
𝑛+ 1
2
𝑖 − v𝑛𝑗 (3.72)
𝜌𝑛+1𝑖 = 2𝜌
𝑛+ 1
2
𝑖 − 𝜌𝑛𝑖 (3.73)
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𝐸𝑛+1𝑖 = 2𝐸
𝑛+ 1
2
𝑖 − 𝐸𝑛𝑖 (3.74)
x𝑛+1𝑖 = 2x
𝑛+ 1
2
𝑖 − x𝑛𝑖 (3.75)
3.5.2 critérios para os passos de tempo
As equações apresentadas acima são integradas no tempo com o algoritmo de Predictor-
Corrector. Por razões de estabilidade, a magnitude máxima do tempo de integração esco-
lhida entre diferentes instantes é baseada em vários critérios de passos de tempo (∆𝑡) (Zhu
e Fox, 2001; Monaghan, 2005). Dentro da formulação quase-compressível com SPH, o passo
de tempo deve satisfazer as condições de Courant–Friedrichs–Lewy (CFL) com base na veloci-
dade de som máxima (𝑐𝑚𝑎𝑥) e na velocidade máxima de fluxo (‖ v𝑚𝑎𝑥 ‖) para todas as partículas
como
∆𝑡 ≤ 0,25
(︂
ℎ
𝑐𝑚𝑎𝑥+ ‖ v𝑚𝑎𝑥 ‖
)︂
, (3.76)
a condição de viscosidade
∆𝑡 ≤ 0,125
(︂
ℎ2𝜌
𝜇
)︂
, (3.77)
e a condição de força externa no corpo
∆𝑡 ≤ 0,25
(︂
ℎ
‖ g ‖
)︂ 1
2
, (3.78)
Para satisfazer todas as condições globais o valor mínimo das três condições é usado como o
passo de tempo.
3.6 Condições de fronteira de parede rígida
Devido às propriedades especiais do SPH é possível ter varias formulações diferentes
para impor condições de fronteira. Uma formulação adequada é essencial para resultados
fisicamente significativos e quantitativamente corretos. Assim, à medida que as partículas se
aproximam para uma fronteira de parede rígido, o principal problema surge do fato de que o
domínio de suporte do Kernel seja cortado pelo limite do domínio. A questão é, então, como
tratar essas partículas e quais condições de fronteira devem ser impostas (Adami e outros, 2012).
As condições de fronteira de parede rígida em SPH não acontecem de forma natural na
formulação (Haque e Dilts, 2007; Adami e outros, 2012). Quando uma partícula fica próxima
de uma parede, na aproximação de SPH somente o domínio das (Partículas reais) que seriá o
fluido, deveriam reagir entre elas, sem nenhuma interação externa. Assim, cumprir as condições
das Equações 3.4 e 3.14.
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Contudo, quando apresentam-se o caso apresentado na Fig. 3.3, onde a partícula i esta
perto da fronteira das Partículas Reais e o domínio de suporte não fica somente com Partículas
reais, e interatua com um domínio que faz de fronteira de parede rígida que chamaremos de
Partículas Virtuais (Monaghan, 2005; Vacondio, 2010), acrescenta a possibilidade de efeitos
não realistas caso seja implementada de forma inadequada. Assim, as diferentes naturezas das
partículas envolvidas, podem apresentar problemas nas Partículas Reais como diminuição e
oscilação de variáveis como velocidade e densidade (Liu e Liu, 2003; Li e Liu, 2007).
A solução obvia para problemas com contorno é a implementação adequada das Partícu-
las Virtuais que caracterizaram a fronteira rígida. Basicamente, existem três tipos diferentes de
partículas desse tipo, como Partículas Fantasma (Liu e Liu, 2010; Mayrhofer e outros, 2013),
Partículas Repulsivas (Monaghan, 1994b; Monaghan e Kos, 2000; Canelas, 2015) e Partículas
Dinâmicas. No entanto, para este trabalho implementaremos para a condição de fronteira
as Partículas Repulsivas e Partículas Dinâmicas (Gomez-Gesteira e outros, 2010; Nair
e Tomar, 2014; Crespo, 2008), as quais apresentam bons resultados, junto com uma não
muito excessivo processamento computacional, que aconteceria com o método de Partículas
Fantasma (Crespo, 2008; Liu e Liu, 2003; Vacondio, 2010).
Figura 3.3: Situação em que a partícula 𝑖 esta perto da fronteira sólida.
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3.6.1 Implementação condição de fronteira rígida
Para impor as condições de fronteiras neste capítulo, realizou-se a mistura entre os
métodos de partículas Dinâmicas (Crespo, 2008; Gomez-Gesteira e outros, 2010) e Repulsão
((Monaghan, 2012); Liu e Liu, 2003). O método consiste em colocar na fronteira uma parede
de partículas virtuais com as propriedades das condições de fronteira rígida, utilizando uma
separação entre elas igual à metade da separação entre partículas reais
(︂
∆𝑝 =
∆𝑥
2
)︂
. Assim,
assegura-se um domínio de suporte mais completo e melhores condições quando uma partícula
se aproxima e interage com a fronteira.
As Partículas Repulsivas na fronteira são usadas para evitar que as partículas Reais (do-
mínio fluídico) penetrem a fronteira (Liu e Liu, 2003; Monaghan, 2012). Existem maneiras
muito reconhecidas de se utilizar este tipo de fronteira, porém é amplamente utilizado o método
proposto por J.J. Monaghan (Monaghan, 2005; Monaghan, 2012), que propõe a função de
força 𝐵
(︀
𝑟𝑇𝑖𝑗,𝑟
𝑁
𝑖𝑗
)︀
como a Eq. 3.79.
𝐵
(︀
𝑟𝑁𝑖𝑗 ,𝑟
𝑇
𝑖𝑗
)︀
= Γ
(︀
𝑟𝑁𝑖𝑗
)︀
𝜒
(︀
𝑟𝑇𝑖𝑗
)︀
(3.79)
Assim, define-se a componente 𝜒
(︀
𝑟𝑇𝑖𝑗
)︀
da Eq. 3.79 como a Eq. 3.80, onde ∆𝑝 é o espaçamento
entre Partículas Virtuais e 𝑟𝑇𝑖𝑗 é a distância tangencial entre a partícula Real e Virtual. Desse
modo, este parâmetro garante que as partículas que deslocam-se perto da fronteira sejam atingi-
das por uma força de repulsão na direção tangencial que evite a penetração (Monaghan, 2012).
𝜒
(︀
𝑟𝑇𝑖𝑗
)︀
=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︁
1− 𝑟𝑇𝑖𝑗
Δ𝑝
)︁
Se < 𝑟0
𝑟𝑖𝑗
< ∆𝑥
0 Caso contrário
(3.80)
O parâmetro Γ
(︀
𝑟𝑁𝑖𝑗
)︀
da Eq. 3.79 é definido como na Eq. 3.81, que é baseado no gradiente
do Kernel da função B-Spline, sendo 𝑟𝑁𝑖𝑗 a distância normal entre partículas Real e Virtual e
𝑞𝑁 =
𝑟𝑁𝑖𝑗
ℎ
. Assim, Γ representa a componente da direção normal da força repulsiva.
Γ
(︀
𝑟𝑁𝑖𝑗
)︀
=
0,02𝑐
𝑟𝑁𝑖𝑗
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
2
3
0 ≤ 𝑞𝑁 < 23
−2𝑞𝑁 + 32𝑞2𝑁 23 ≤ 𝑞𝑁 < 1
1
2
(2− 𝑞𝑁)2 1 ≤ 𝑞𝑁 < 2
0 2 ≤ 𝑞
(3.81)
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Contudo, este método apresenta problemas ao gerar oscilações nas partículas que ficam perto
da fronteira em variáveis como a densidade e a velocidade ((Feldman e Bonet, 2007); Gomez-
Gesteira e outros, 2010), mas é muito eficiente para evitar a penetração de partículas. Assim,
a força Repulsiva𝐵 é adicionada nas equações de continuidade na força externa (F) da Eq. 3.40.
Em contrapartida, as Partículas Dinâmicas são tidas em conta na somatória das partícu-
las Reais nas equações de continuidade e de estado, mas suas posições são fixadas ou mudam
com relação a imposições externas de velocidade ou força (Crespo, 2008; Gomez-Gesteira
e outros, 2010). Uma vantagem interessante deste método de fronteira é sua simplicidade na
parte computacional, pois os cálculos podem ser realizados dentro das iterações do programa
para as partículas do fluido sem a necessidade de criar novas sub-rotinas (Crespo, 2008;
Gomez-Gesteira e outros, 2010; Li e Liu, 2007).
Este método apresenta bons resultados físicos no comportamento da distribuição das
variáveis como velocidade e densidade quando estão próximas com a fronteira. Porém, a con-
dição de fronteira de Partículas Dinâmicas apresentam problemas de penetração, geralmente
nos problemas com alta velocidade de colisão na fronteira ((Crespo, 2008); Gomez-Gesteira
e outros, 2010). Como resultado, mistura a fronteira de parede rígida usando as Partícula
Virtuais Dinâmicas e Repulsivas mostra-se como uma boa alternativa de complementaridade.
3.7 Condições iniciais
Para o método SPH algumas condições são muito importantes no inicio das simulações,
como a posição, o comprimento suave inicial (ℎ𝑖) e a massa.
Para o posicionamento inicial das partículas usa-se uma ferramenta que fixa as partícu-
las espacialmente, neste trabalho utilizamos o software livre de geração de malhas GMSH
(Geuzaine e Remacle, 2009), empregando somente os nós da malha como as partículas
discretas no espaço. Inicialmente as partículas no domínio são distribuídas de forma quadrada,
regularmente para uma grade cartesiana (Monaghan e Kos, 2000).
O comprimento suave inicial é obtido da relação da separação inicial entre as partículas (∆𝑥),
neste trabalho define-se pela Eq. 3.82, (Monaghan, 1989; Liu e Liu, 2003; Monaghan, 2005).
ℎ𝑖 = 1,333∆𝑥 (3.82)
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Assim, a massa inicial em cada partícula nos problemas é determinado em função da densidade
(𝜌𝑖), a separação inicial entre partículas e a dimensão (𝑑), como mostra-se na Eq. 3.83.
𝑚𝑖 = 𝜌𝑖 (∆𝑥)
𝑑 (3.83)
Entretanto, a energia interna (𝐸𝑖) inicial em cada partícula foi definida pela Eq. 3.84, em que está
em função do calor especifico no fluido (𝐶𝑣) e a temperatura ambiente ou inicial na partícula
(𝑇𝐴𝑖 ).
𝐸𝑖 = 𝐶𝑣𝑇
𝐴
𝑖 (3.84)
3.8 Pesquisador de vizinhanças
Uma parte da implementação do método SPH que precisa de um alto consumo de
processamento computacional é o cálculo e a identificação das partículas vizinhas. Sua
função é pesquisar e armazenar os dados necessários para o processamento das somatórias
na Aproximação por Partículas. Um dos principais maneiras de fazer está pesquisa é por
meio de pares partícula-partícula, tem sido exitosos em varias implementações com SPH
como os algoritmos, TREESPH (Hernquist e Katz, 1989), LINK LIST (Gomez-Gesteira
e outros, 2010; Crespo, 2008) e busca de partículas vizinhas próximas (nearest neigh-
boring particle searching, NNPS) (Liu e Liu, 2003). Assim, a interação usando a técnica de
NNPS é a utilizada para este trabalho na implementação em CPU (Fulk, 1994; Massidda, 2008).
3.9 Visualização das Partículas e pós-processamento
Para a visualização das partículas nas diferentes aplicações, o programa SPH armazena os
dados em formato VTU (Serial vtkUnstructuredGrid) em intervalos de tempo pre-determinados.
VTU (Kitware, 2012) é um tipo de arquivo serial não estruturado que pode ser lido empregando
a biblioteca Visualization ToolKit (VTK) (Hanwell e outros, 2015). Assim, neste trabalho a
visualização e pós-processamento de dados foi desenvolvido usando o software ParaView
(Kitware, 2012), o qual é um código aberto de aplicação multi-plataforma criada sobre a
biblioteca VTK, para visualização interativa e científica.
Portanto, o ParaView emprega-se como ferramenta de visualização no pós-processamento dos
arquivos VTU gerados pelo simulador. Assim, consigue-se realizar o estudo nas partículas da
evolução na difusão e penetração entre elas, utilizando ferramentas tais como escala de cores e
linhas de fluxo, em variáveis como densidade, velocidade, temperatura e pressão.
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3.10 Implementação de SPH
Como é apresentado nas seções anteriores, usou-se a aproximação SPH na parte de for-
mulação, modelagem fluido-estrutura e condições de fronteira. Dessa forma, desenvolveu um
código próprio em SPH no linguagem C/C++. Assim, na Fig. 3.4 se apresenta de forma geral os
passos do simulador usando o método SPH para as equações de continuidade de Navier-Stokes.
(3.37)(3.40)(3.45) (3.38)
Figura 3.4: Diagrama de fluxo da implementação do método SPH nas equações de continuidade.
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3.11 Validação do simulador
Esta parte apresenta os resultados das implementação do simulador SPH, feitas neste capitulo e
a sua validação. Assim, apresenta-se os resultados de problemas amplamente referenciados em
mecânica de fluidos tais como Shear Driven Cavity (Liu e Liu, 2003; Xu e outros, 2009; Botella
e Peyret, 1998), problema de Fourier (Liu e Karamanlidis, 2003; Khorasanizade e Sousa, 2014),
Dam Break e Dam Collapse (Liu e Karamanlidis, 2003; Crespo e outros, 2011; Gomez-Gesteira
e outros, 2010).
3.11.1 Shear Driven Cavity
Para o problema de Shear Driven Cavity é um dos testes mais exigente para fluido vis-
coso escoando em cavidades (Adami e outros, 2013; Basa e outros, 2008). Para este problema
empregam-se os parâmetros que aproximam o comportamento de um fluido, representado
por 1600 partículas regularmente distribuídas em uma grade cartesiana de 1x1 mm. O fluido
está confinado em uma cavidade por quatro paredes, onde a parede superior apresenta uma
velocidade cisalhante (𝑣𝑠) constante no tempo, igual a 10−3 m/s (ver Fig.3.5).
Utiliza-se a equação de estado de Morris (Eq. 3.41), as equações de conservação de den-
sidade (Eq. 3.37) e de momento (Eq. 3.40). Assim, o interesse neste problema é ver os efeito
dos diferentes regimes de escoamento, emprega-se os números adimensionais de Reynolds
(𝑅𝑒) para o comportamento viscoso com a Eq. 3.85 e o Mach (𝑀𝑎) para o termo volumétrico
(compressibilidade) com a Eq. 3.86.
𝑅𝑒 =
𝑣𝑠𝐿𝜌
𝜇
(3.85)
𝑀𝑎 =
𝑣𝑠
𝑐
(3.86)
Os fluidos empregados tem 𝜌0 = 1000 kg/m3 e 𝑐 = 0,01 m/s. Assim, usando a Eq. 3.86 temos
um 𝑀𝑎 = 0,1 em todos os fluidos, para um fluido quase-incompressível. Apresentam-se as
simulações para os casos com fluidos com 𝑅𝑒 de 100, 50, 10, 10−1 e 10−2, para apresentar a
variação da viscosidade. Portanto, com a Eq. 3.85 pode-se conferir as 𝜇 para cada problema.
Na Fig.3.5 apresenta-se para um 𝑅𝑒 = 50 o estado estacionário de velocidades das par-
tículas normalizado com a 𝑣𝑠. Assim, são presentadas as velocidades das partículas na direção
horizontal (𝑣𝑥) na Fig.3.5 (a), e na direção vertical (𝑣𝑦) na Fig.3.5 (b). Desse modo, observa-se
o escoamento característico para este tipo de problema (Khorasanizade e Sousa, 2014; Xu
e outros, 2009). Onde são exibidas linhas de fluxo das partículas, formando um vórtice na
cavidade.
As linhas de fluxo que conformam o vórtice para os exemplos com 𝑅𝑒 100, 50 e 10 na Figuras
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(a)
(b)
-0,400
0,177
0,015
-0,207
0,370
Figura 3.5: Problema de Shear Driven Cavity para 𝑅𝑒 = 50. Mostrando a condições iniciais do
problema com velocidade corte (𝑉𝑠) constante no tempo na parede superior igual a 10−3 m/s e
linhas de fluxo. (a) Velocidade paralela (𝑉𝑥) a 𝑉𝑠; (b) Velocidade perpendicular (𝑉𝑦) a 𝑉𝑠.
3.5 e 3.6. Na Fig. 3.6 observa-se os efeitos para 𝑅𝑒 de 10 e 100 para a magnitude da velocidade
nas partículas. Pode-se observar das figuras que os vórtices formados apresentam um único
centro, localizando-se na metade superior da cavidade, devido ao escoamento cisalhante gerado
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pela parede com 𝑣𝑠 e o movimento lento do fluido na parte inferior da cavidade. O que esta
em concordância com as distribuições de outros modelos por métodos numéricos com malha e
sem malha (Basa e outros, 2008; Khorasanizade e Sousa, 2014; Marques e Doricio, 2006).
Nas Fig. 3.7 são traçados os perfis de 𝑣𝑥 e 𝑣𝑦 para validar a solução comparando com
(a) (b)Re=100 Re=10
Vtotal/Vs
0,001 0,225 0,450 0,675 0,900
Figura 3.6: Problema de Shear Driven Cavity, apresenta-se o campo da magnitude de velocidade
(𝑉 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙) nas partículas e suas linhas de fluxo. (a) Para um 𝑅𝑒 = 100. (b) Para um 𝑅𝑒 = 10.
outras simulações. No entanto, como não existe solução analítica para este problema, utiliza-se
como referência os resultados de Ghia e outros, 1982, Cheng e Hung, 2006 e Marques e
Doricio, 2006. Uma comparação quantitativa com as referências é mostrada na Fig. 3.7 para
diferentes 𝑅𝑒, onde as velocidades na direção 𝑥 (Fig. 3.7 (a)) e 𝑦 (Fig. 3.7 (b)) estão traçadas ao
longo da linha central vertical e horizontal da cavidade, respectivamente. Os perfis simulados
concordam bem com os resultados da referência para os diferentes 𝑅𝑒, mostrando apenas
pequenas diferença.
3.11.2 Problema de Fourier
Para a validação da conservação de energia e a transferência de calor (Eq. 3.46) usa-se o
problema de condução de calor de Fourier. Um canal de comprimento de 2mm e altura (L) de
1 mm com 800 partículas regularmente distribuídas em uma grade cartesiana. A condição de
temperatura inicial do fluido (𝑇0) é de 20𝑜 C. A parede superior possui uma temperatura (𝑇𝑡)
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(a)
(b)
Figura 3.7: Perfil de velocidades para o problema de Shear Driven Cavity na linha central ho-
rizontal (𝑥) e vertical (𝑦) para 𝑅𝑒 de 100, 50, 10, 10−1 e 10−2, comparado com os trabalhos de
Ghia e outros, 1982, Cheng e Hung, 2006 e Marques e Doricio, 2006. (a) Perfil de velocidades
horizontal (𝑣𝑥) normalizado pela 𝑣𝑠; (b) Perfil de velocidades vertical (𝑣𝑦) normalizado pela 𝑣𝑠.
de 50𝑜 C e a inferior apresenta uma temperatura (𝑇𝑢) de 20𝑜 C (ver Fig. 3.8 (a)). O problema
mostra também uma condição de fronteira periódica nos laterais (condição explicada detalha-
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damente no capitulo 5). A solução analítica do problema de Fourier para fluido em repouso
(Quesada, 2010) é definida como:
𝑇 (𝑦,𝑡) = 𝑇𝑢 +
𝑇𝑡 − 𝑇𝑢
𝐿
𝑦 +
∞∑︁
𝑛=1
𝑎𝑛 exp
[︂
− 𝐾
𝐶𝑝𝜌
𝑛2𝜋2𝑡
𝐿2
]︂
sin
(︁𝑛𝜋𝑦
𝐿
)︁
, (3.87)
Onde 𝑦 são as posições ao logo do eixo vertical do canal,
𝑎𝑛 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2
𝑛𝜋
(2𝑇0 − 𝑇𝑢 − 𝑇𝑡) para 𝑛 impar
2
𝑛𝜋
(𝑇𝑡 − 𝑇𝑢) para 𝑛 par.
(3.88)
Desse modo, a solução estacionaria é:
𝑇 (𝑦) = 𝑇𝑢 +
𝑇𝑡 − 𝑇𝑢
𝐿
𝑦 (3.89)
O fluido apresenta 𝐶𝑝 = 4181,3J/kg ·o C, 𝐾 = 0,58W/m ·o C e 𝜌 = 1kg/m3. Na Fig. 3.8 (a)
mostra-se os resultados da distribuição do campo de temperaturas nas partículas no estado
estacionário. O fluido ao logo da direção vertical apresenta um comportamento uniforme,
entretanto na direção horizontal observa-se na parte superior que as partículas atinge uma
temperatura máxima de 50𝑜 C enquanto na parte inferior se mantém em 20𝑜 C. O que é uma
comportamento adequando na interação do fluido com as condições impostas de temperatura.
Na Fig. 3.8 (b) traça-se os perfis de temperatura nas partículas para vários instantes de
tempo na direção 𝑦 entre o modelo SPH e a solução teórica (Eq. 3.88). Observa-se que
os resultados da simulação comparado com a solução analítica, apresentam concordança
satisfatória Cleary1999. Apresentando boa precisão.
A maneira de caso de estudo para a implementação de SPH em problemas com temperatura,
são apresentados dois exemplos com condução de calor, segundo as condições na Fig. 3.9 e
com as mesmas propriedades do fluido do exemplo anterior. Na Fig. 3.10 mostra-se os dois
casos para problemas com condução de calor com as condições da Fig. 3.9 em diferentes
instantes de tempo. Onde se pode observar a evolução da condução de temperatura, sendo
coerente com o que se espera deste tipo de problema segundo as condições de contorno
propostas (Monaghan, 2012).
3.11.3 Dam Break
Para a validação de SPH fluido com superfície livre, usa-se o problema de Dam Break
para uma coluna de fluido de 1 m x 2 m para 1700 partículas contidas por quatro paredes em
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(a)
2 mm
1
 m
m
50,0
42,5
35,0
27,5
20,0
T (ºC)
(b)
Figura 3.8: Problema de condução de calor de Fourier. (a) Condições iniciais da distribuição
das partículas e campo de temperaturas nas partículas para estado estacionário. (b) Comparação
de SPH e soluções em série teórica para diferente instantes de tempo (t).
um domínio de 4 x 4 m2 (ver Fig. 3.11). Com propriedades de 𝑐 = 22 m/s, 𝜇 = 1x10−3 Pa · s e
𝜌 = 1000 kg/m3.
Onde a gravidade (𝑔 = 9,81 m/s2) está definida na direção vertical 𝑦, como mostra-se na Fig.
3.11. Empregam-se as equações de continuidade e a equação de estado de Tait (Eq. 4.3). Por-
tanto, para a condição inicial da densidade nas partículas fluidas se deve adicionar os efeitos
gravidade usando a Eq. 3.90.
𝜌𝑖 = 𝜌0
(︂
𝑔(𝐻 − 𝑦𝑖)𝛾
𝑐2
)︂
(3.90)
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(a) (b)
Figura 3.9: Condições iniciais de temperatura para os problemas com condução. (a) Problema
onde as paredes das fronteiras tem uma temperatura constante de 60 oC. (b) Exemplo onde as
fronteiras tem uma temperatura variável.
Na Eq. 3.90, 𝐻 é a altura máxima da coluna (2 m) e 𝑦𝑖 é a distância inicial no eixo vertical de
cada partícula 𝑖𝑡ℎ. Assim, a velocidade máxima no problema 𝑣𝑚𝑎𝑥 =
√
𝑔𝐻 = 4,43 𝑚/𝑠 (no
campo de velocidades nas partículas), para um número de Reynolds definido como
𝑅𝑒 =
𝑣𝑚𝑎𝑥𝐻𝜌
𝜇
=
√︀
𝑔𝐻2𝐻𝜌
𝜇
= 4 x 106. (3.91)
e um 𝑀𝑎 igual a 0,2 (calculado com a Eq. 3.86 ).
Na Fig.3.12 observa-se o campo de velocidade em direção horizontal (𝑥) nas partículas
em vários instantes de tempo. Entretanto, na Fig.3.13 apresenta-se a variável de pressão nas
partículas em diferentes instantes. Observa-se que as distribuições das variáveis de velocidade
e pressão são similares ao encontrado na bibliografia para esses tipos de problemas de CFD
nos instantes iniciais de simulação (Monaghan, 2012; Liu e Liu, 2010; Violeau e Issa, 2007).
3.11.4 Dam Collapse
Problema onde uma coluna de fluido, com caraterísticas de 𝑐 = 45 m/s, 𝜇 = 1𝑥10−3Pa · s,
𝜌 = 1000kg/m3 e gravidade 𝑔 = 9,81 m/s2. Na Fig. 3.14 apresenta-se a distribuição inicial.
Portanto, com estas condições o 𝑅𝑒 = 4 x 106 (Eq. 3.91) e o 𝑀𝑎 = 0,35 (Eq. 3.86).
Na Fig. 3.15 observa-se o escoamento do fluido em instantes de tempo para os campos de
pressão e a velocidade para as partículas, sendo semelhantes aos resultados obtidos em trabalhos
semelhantes (Monaghan, 1992, Liu e Liu, 2003, Liu e Karamanlidis, 2003).
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(a)
Temperatura (ºC)
20 30 40 50 60
t = 0,001 s t = 0,335 s t = 0,671 s
(b)
Temperatura (ºC)
10 32,5 55 77,5 100
t = 0,012 s t = 0,110 s t = 0,220 s
Figura 3.10: Evolução no temperatura para os problemas com condução de calor. (a) Problema
onde as paredes das fronteiras tem uma temperatura constante de 60 oC (Configuração inicial
na Fig. 3.9 (a)). (b) Exemplo onde as fronteiras tem uma temperatura variável ( Configuração
inicial na Fig. 3.9 (b)).
A Tabela 3.1 apresenta a variação da largura (H) e altura (Z) da coluna de fluido para diferentes
instantes de tempo, comparados com resultados experimentais e outras proposta de simulador
com SPH, realizadas por Monaghan, 1992 e Liu e Liu; Liu e Karamanlidis, 2003; 2003. Assim,
observa-se que na Tabela 3.1 a H dos simuladores SPH apresentam valores aproximados nos
diferentes instantes de tempo, comparados com os valores experimentais (Exp). Porém, no caso
da altura (Z) a simulação proposta neste trabalho, apresenta valores mais próximos aos valores
Exp que os apresentados na simulação de Monaghan (Monaghan, 1992), porém, não são dados
tão precisos como acontece com a largura.
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Água
Figura 3.11: Condições iniciais problema de Dam Break.
Figura 3.12: Problema de Dam Break para distribuição do campo de velocidade (V) nas partí-
culas, na direção 𝑥 .
3.11.5 Gota impactando uma parede de superfície sólida
Realizou-se a simulação de uma gota impactando uma parede rígida, como um caso de
estudo para observar o comportamento do termo de viscosa da Eq. 3.40. A gota tem um raio de
1 mm e e a parede um comprimento de 6 mm. Apresentam-se as condições iniciais na Fig. 3.16
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Figura 3.13: Problema de Dam Break para distribuição de pressão nas partículas.
Água
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Figura 3.14: Distribuição inicial do problema de Dam Collapse.
(a). Assim, o problema consiste de uma gota circular de partículas com uma velocidade inicial
de 0,05𝑚/𝑠 que colide e se deforma com uma parede rígida (Fig. 3.16). Como caraterísticas da
gota a 𝑐 = 0,5 m/s e a 𝜌 = 1000kg/m3
Nas Fig. 3.17 mostra-se a implementação de SPH para um fluido com viscosidade de 𝜇 =
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Vx(m/s)P(MPa)
0,2
0,1
0,0
0,3
0,2
0,1
P(MPa)
0,0
Vx(m/s)
20
10
0,0
0,6
0,4
0,2
0,0
P(MPa) Vx(m/s)
20
10
0,0
0,3
0,2
0,1
0,0
P(MPa) Vx(m/s)
16
12
0,0
8,0
4,0
t= 0,0 s
t= 1,2 s
t= 1,8 s
t= 2,7 s
Figura 3.15: Distribuição do problema de Dam Collapse, mostrando o campo de pressão (P) no
lado esquerdo e o campo velocidade (Vx) no lado direito.
Tabela 3.1: Comparação da simulação de Dam Collapse usando o método SPH com a modela-
gem deste trabalho, com valores experimentais (Exp) e simulação de Monaghan com SPH
(Monaghan, 1992). Onde H e Z são a largura e altura respectivamente da coluna de água
deformando-se tempo em unidades de metros (𝑚).
Tempo (s) H(Exp) H(SPH)Monaghan H(SPH) Z(Exp)
Z(SPH)
Monaghan Z(SPH)
0,71 0,90 0,90 0,90 1,33 1,56 1,44
1,39 0,76 0,75 0,76 2,25 2,50 2,18
3.20 0,57 0,56 0,58 3,22 3,75 2,82
1𝑥10−3Pa · s. Entretanto, para a Fig. 3.18 apesenta-se a implementação do simulador para um
fluido sem termo de viscosidade com 𝜇 = 0 (Eq. 3.40), que chamaremos de problema de SPH-
Euler. Nas Figuras 3.17 e 3.18 apresenta-se a deformação da gota para diferentes instantes
de tempo, enquanto interagem com a parede rígida. Onde as cores representam o campo de
velocidade das partículas. Assim, na comparação das duas figuras, observa-se que a distribuição
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Água
Gota de água
w
(a) (b)
V0= 0,05 m/s
Figura 3.16: Distribuição inicial do exemplo de Gota impactando uma parede de superfície
sólida e a evolução da largura da gota (𝑤) desformado-se na interação com a parede.
das partículas no caso de SPH com viscosidade (Fig. 3.17), o escoamento foi mais uniforme.
No entanto, para SPH-Euler (Fig. 3.17) apresentam-se algumas instabilidades, especialmente
nos últimos instantes de tempo, onde a gota apresenta uma ruptura na metade da gota.
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0,004-0,008 0,0080,0
t= 0,001 s
t= 1,61 s
t= 3,21 s
t= 6,41 s
t= 12,81 s t= 25,61 s
Figura 3.17: Distribuição no passo do tempo do problema de Gota impactando uma parede de
superfície sólida usando o método SPH, sendo as cores nas partículas o campo de velocidades
no fluido na direção 𝑥.
Na Fig. 3.19 apresenta-se a comparação da evolução da largura da gota (w) em função do
tempo. Observa-se que a deformação tem um comportamento quase linear para o caso os dos
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Figura 3.18: Distribuição no passo do tempo do problema de Gota impactando uma parede de
superfície sólida para o caso de SPH-Euler, sendo as cores nas partículas o campo de velocida-
des no fluido na direção 𝑥.
casos implementados. Porém, para o caso viscoso com SPH o comportamento de w foi mais
irregular, e o escoamento gerado foi mais veloz. Mostrando a influência da viscosidade no
escoamento. Comparativamente o comportamento tanto da gota interagindo com a parede e a
evolução w, apresentam semelhanças qualitativas como outros trabalhos na implementação com
SPH nos primeiros momentos sem a implementação de tensão superficial (Xu e outros, 2014;
Liu e outros, 2005; Zhou e outros, 2008).
3.11.6 Water discharge
O problema de Water discharge foi feito com o objetivo de fazer as primeiras aproxima-
ções de fluidos com superfície livre com interação fluido-estrutura para cavidades. Portanto, a
distribuição inicial é dada pela Fig. 3.20. Mostra-se uma coluna de fluido com altura (H) de
2,5 m, escoando pelo efeito da gravidade (𝑔) através da cavidade de parede e superfície rígida
inferior (Fig. 3.20).
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Figura 3.19: Evolução no tempo da largura na gota (𝑤), para os casos de SPH e SPH-Euler.
Figura 3.20: Distribuição inicial do exemplo de Water discharge.
Dessa maneira, este exemplo foi enfocado como caso de estudo para mostrar o efeitos do termo
de gradiente de pressão (Eq. 3.40) nas simulações, para apresentar os efeitos de compressi-
bilidade para diferentes 𝑀𝑎. Na Figuras 3.21 e 3.22 tendo como base 𝑉𝑚𝑎𝑥 =
√
𝐻𝑔 = 4,87
dos problemas, apresenta o escoamento do fluido para um regime de𝑀𝑎 = 0,025 e𝑀𝑎 = 0,05.
Na Fig. 3.21 apresenta-se o do fluido com 𝑀𝑎 = 0,025 escoamento em diferentes ins-
tantes de tempo. O fluido tem um fluxo mais lenta em comparação ao fluido com 𝑀𝑎 = 0,05
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(ver Fig. 3.22), como se observa nos campos de velocidades de ambos exemplos. Compa-
rativamente o fluido de 𝑀𝑎 = 0,025 está predisposto a manter sua consistência ou estado
volumétrico pelas condições da força externa como a gravidade e as as paredes.
Entretanto, na Fig. 3.22 apresenta-se o escoamento do fluido 𝑀𝑎 = 0,05 para diferentes
instantes de tempo. O fluxo no campo de velocidades nas partículas mostra-se com menos
resistência a se deformar e com um escoamento mais continuo, em comparação ao fluido com
𝑀𝑎 = 0,025 (Fig. 3.21).
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Figura 3.21: Distribuição no passo do tempo do problema de Water discharge com𝑀𝑎 = 0,025.
O mostrado nas Figuras 3.21 e 3.22 para as diferentes características de escoamento, acontecem
pelas características na equação de estado na velocidade do som (Eq. 4.3) e o esforço esférico
do ∇𝑃 , relacionados diretamente com a deformação volumétrica na Eq. 3.40 (Liu e Liu; Liu
e Karamanlidis, 2003; 2003) . Portanto, o simulador proposto atinge uma aproximação fiel na
relação do numero de Mach, para maior 𝑀𝑎 apresenta-se mais compressibilidade no fluido.
3.11.7 Conclusões preliminares
Foram apresentadas aplicações para a solução de um fluido sobre uma geometria defi-
nida, em condições de temperatura, velocidade e deslocamento variável usando uma formulação
acoplada que emprega as equações conservativas de momento, massa, energia e uma equação
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Figura 3.22: Distribuição no passo do tempo do problema de Water discharge com 𝑀𝑎 = 0,05.
constitutiva, usando o método sem malha de SPH. Realizou-se a comparação qualitativa com
a literatura de problemas experimentais e de outros modelos, com bons resultados. Portanto,
atingem-se resultados promissores para o simulador proposto para SPH para o estado macros-
cópico dos fluidos.
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4 Implementação de fronteiras móveis e periódicas no método
SPH
Neste capitulo propõe-se o SPH como uma alternativa para diferentes simulações em
problemas com fluidos usando uma formulação Lagrangeana em aplicações bem sucedidas
para este fluidos em superfície livre (Gomez-Gesteira e outros, 2010; Crespo, 2008), interação
fluido-estrutura (Canelas e outros, 2016) e fluxo periódico (Adami e outros, 2013; Adami
e outros, 2012).
Assim, apresenta-se a formulação de Navier-Stokes para a equação de conservação de
momento e de massa, retomando a implementação de Weakly Compressible SPH (WCSPH)
(Monaghan, 1994a; Morris e outros, 1997; Violeau, 2012) mostrada no trabalho anterior.
Em seguida, expõe-se a implementação da correção na equação de conservação de massa
introduzindo o termo difusivo conhecido como fluxo de Rusanov (Cherfils e outros, 2012).
Com esta parte do trabalho pretende-se aprofundar ainda mais a implementação do simulador
para problemas de superfície livre, visto que a implementação do fluxo de Rusanov fornece
melhor estabilidade nas diferentes fases da simulação, como interação entre fluido e fronteira
(Ferrari e outros, 2009).
Adicionalmente, apresenta-se a incorporação das condições de fronteira periódica e em
deslocamento de uma maneira sucinta. A validação para estas condições é realizada, para o
caso de fronteira periódica, com os problemas de fluxo de Poiseuille (Sigalotti e outros, 2003;
Ellero e Tanner, 2005; Morris e outros, 1997) e Fluxo de Couette (Adami e outros, 2012;
Morris e outros, 1997; Litvinov e outros, 2010), enquanto que para o caso de fronteira móvel,
com os problemas de Water Splash (Nair e Tomar, 2014; Liu e outros, 2014) e Dam Break over
a wet bed (Khayyer e Gotoh, 2010; Jánosi e outros, 2004; Gomez-Gesteira e outros, 2010).
Finalmente, apresenta-se o caso de Uma gota colidindo com uma película de líquido (Xu e ou-
tros, 2014) onde dois fluidos em condições iniciais diferentes e com condição de superfície livre.
A proposta feita neste trabalho para a simulação dos diferentes problemas em fluidos
apresenta bons resultados, principalmente para a implementação das fronteiras periódicas e
móveis e para a implementação do fluxo de de Rusanov. Além disso, demonstra a natureza
multi-uso do método SPH em diferentes problemas de mecânica de fluidos computacionais.
Assim, o trabalho consegue mostrar com sucesso as diferentes implementações de SPH em
fluidos e a implementação das diferentes condições de fronteira, tanto em superfície livre como
em canais.
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4.1 Implementação do simulador
Assume-se para o método SPH que o fluido tem uma baixa compressibilidade (∇·v ≈ 0)
portanto a solução das equações de continuidade de Navier-Stokes em uma formulação La-
grangeana totalmente explicita, com a ajuda de uma equação de estado que relaciona a pressão
e a densidade (Khorasanizade e Sousa, 2014; Morris e outros, 1997). Assim, as equações que
pretendemos discretizar para a conservação de massa e momento são dadas pela equação 4.1.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝜌
𝑑𝑡
= −𝜌 (∇ · v)
𝑑v
𝑑𝑡
=
1
𝜌
(∇ · 𝜎) = −∇𝑃
𝜌
+ 𝜇∇2v + 𝐹
(4.1)
Onde v é a velocidade, 𝜌 é a densidade, 𝑃 e 𝜇 são a pressão e a viscosidade, respectivamente
e 𝐹 representa a força externa (por exemplo gravidade, ou forças externas devido à interação
com as condições de fronteiras).
Existem várias formas de discretizar o termo de viscosidade (𝜇∇2v). Que, tem sido ex-
tensamente estudado no âmbito da implementação de SPH (Basa e outros, 2008). Assim, neste
trabalho foi feita a abordagens no contexto da formulação de WCSPH proposta por Morris e
companhia (Morris e outros, 1997), a que produz os melhores resultados em uma ampla gama
de números de Reynolds (Hosseini e Feng, 2011; Xu e outros, 2009). Portanto, foi decidido
usar a discretização para a equação de momento
(︂
𝑑v
𝑑𝑡
)︂
conforme a Eq. 4.2.
⟨
𝑑v𝑖
𝑑𝑡
⟩
=
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
{︂(︂
P𝑗
𝜌2𝑗
+
P𝑖
𝜌2𝑖
)︂
∇𝑖𝑊𝑖𝑗 +
(︂
𝜇𝑖 + 𝜇𝑗
𝜌𝑖𝜌𝑗
r𝑖𝑗 · ∇𝑖𝑊𝑖𝑗
𝑟2𝑖𝑗 + 0,01ℎ
2
𝑖
)︂
v𝑖𝑗
}︂
+ F (4.2)
Na Eq. 4.2, ℎ𝑖 é o comprimento suavizado, 𝑊𝑖𝑗 é a função suave e∇𝑖 é o operador gradiente na
partícula 𝑖. Assim, a equação de conservação de momento fica mais acoplada, em comparação
ao procedimento usado para o método clássico de SPH, onde desenvolve-se o gradiente
de tensor de esforços ∇𝜎 calculando-se de forma separada, em um primeiro passo para a
conformação do esforço na soma da pressão (esforço esférico) e em um segundo passo para o
esforço viscoso (esforço deviatórico) (Li e Liu; Liu e Karamanlidis, 2007; 2003).
Entretanto, para o termo de pressão 𝑃 utiliza-se a equação de estado para fluidos com
baixo Reynolds de Tait (Monaghan, 1994a) conforme a Eq. 4.3.
𝑃 =
𝑐2𝜌0
𝛾
[︂(︂
𝜌
𝜌0
)︂𝛾
− 1
]︂
(4.3)
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Na Eq. 4.3, 𝑐 é a velocidade do som, 𝛾 é uma constante geralmente com valor igual a 7 e 𝜌0 é a
densidade inicial de referência do fluido.
4.2 Implementação do fluxo de Rusanov
O fluxo de Rusanov foi adicionado, baseado nos trabalhos de Ferrari e companhia (Sirot-
kin e Yoh, 2013), visto que fornece um aprimoramento na estabilidade, reduzindo as flutuações
de densidade, que são frequentemente observadas em modelos com baixa compressibilidade,
como o método WCSPH (Cherfils e outros, 2012). Assim, esta abordagem é capaz de simular
com precisão os problemas de superfície livre com pouca difusão numérica e, ao mesmo tempo,
gera um campo de pressão com poucas oscilações (Sirotkin e Yoh, 2013). Para conseguir
esse resultado foi necessário incluir o fluxo de Rusanov na Equação de densidade 4.2 sendo
discretizado com o método SPH da Eq. 4.4, onde acrescenta-se o termo 𝜑𝑖 que representa o
fluxo de Rusanov, discretizado com a Eq. 4.5.
⟨
𝑑𝜌𝑖
𝑑𝑡
⟩
=
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗 (v𝑖 − v𝑗) · ∇𝑊𝑖𝑗 + 𝜑𝑖 (4.4)
𝜑𝑖 =
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑚𝑗
(︀
𝜂𝑖𝑗 · ∇𝑊𝑖𝑗
)︀{︂𝑐𝑖𝑗
𝜌𝑗
(𝜌𝑖 − 𝜌𝑗)
}︂
(4.5)
Na Eq. 4.5 𝜂𝑖𝑗 é o vetor normal unitário entre as partículas 𝑖 e 𝑗, e 𝑐𝑖𝑗 a velocidade média do
som entre as partículas 𝑖 e 𝑗. O termo 𝜑𝑖 é uma adição no campo de densidade para a equação
de continuidade (Antuono e outros, 2010; Antuono e outros, 2012a). Os trabalhos de Antu-
ono e companhia (Antuono e outros, 2010; Antuono e outros, 2012b) apresentam uma análise
cuidadosa da influência deste termo no sistema, onde decompõe-se o operador Laplaciano e
observando-se a convergência dos operadores, é realizado um estudo de estabilidade linear para
estabelecer a solução proposta com o fluxo de Rusanov (Antuono e outros, 2012b). Assim, a
implementação da Equação 4.5 ajuda a melhorar a estabilidade do fluido quando fica perto da
fronteira, visto que as partículas nesta condição tendem à instabilidade no campo de densidade
e pressão (Marrone e outros, 2011; Antuono e outros, 2012b).
Na Figura 4.1 comparam-se dois casos de Dam Break onde é possível observar dois exemplos
do campo de pressão nas partículas, com e sem a implementação do fluxo de Rusanov. Adi-
cionalmente, a implementação de parede sólida no exemplo foi estabelecida com a condição
de fronteira de Lennard-Jones (Monaghan, 1994a; Monaghan, 1992), que é uma condição de
parede solida bastante instável (Yildiz e outros, 2009; Gomez-Gesteira e outros, 2010; Vio-
leau, 2012). Além disso, a discretização por partículas no fluido foi reduzido (ao redor de 1250
partículas). Dessa forma, pretende-se que os exemplos fiquem em um estado de extrema insta-
bilidade. Como resultado, a Figura 4.1 com fluxo de Rusanov apresenta um campo de pressão
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(a) Sem fluxo de Rusanov
(b) Com fluxo de Rusanov
Pressão (kPa)
10,0 20,0
Figura 4.1: Exemplo de Dam Break com o método WCSPH com e sem a implementação de
fluxo de Rusanov. Onde o cor das partículas representam o campo de pressão.
estável e melhor definido, acorde ao aguardado neste tipo de simulação (Monaghan, 2012; Liu
e Liu, 2003).
4.3 Condição de fronteira móvel
A fronteira em deslocamento com velocidade constante e interagindo com o fluido, foi
implementada de forma que as partículas que ficam na fronteira desloquem-se com as mesmas
propriedades do caso de fronteira de parede rígida e apresentando a união das condições de
Partículas Virtuais (Crespo, 2008; Gomez-Gesteira e outros, 2010) e Partículas Repulsivas
(Monaghan, 2012; Liu e Liu, 2003).
Portanto, esta fronteira de parede sólida em movimento apresenta uma condição de velo-
cidade constante neste trabalho. Assim, as posições das partículas na fronteira móvel devem
ser atualizadas em cada passo de integração temporal da mesma forma que as partículas do
fluido. Dessa forma, as partículas da fronteira deslocam-se e interagem com as partículas do
fluido como se fosse uma parede rígida.
Um exemplo de implementação pode ser observado na Figura 4.4, onde são apresenta-
dos os exemplos de Water Splash e Dam Break over a water bed, onde é observado o
deslocamento da fronteira móvel em dois instantes diferentes das simulações.
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(a) Water Splash
Tempo 2
Fronteira rígida móvel
Fronteira rígida móvel
(b) Dam Break over a water bed
Tempo 1 Tempo 2
Tempo 1
Figura 4.2: Condição de fronteira móvel: para os exemplos de Water Splash (Acima) e Dam
Break over a water bed (Embaixo), em dois momentos diferentes de simulação.
4.4 Condição de fronteira periódica
Implementou-se para este trabalho a condição de fronteira periódica, que em essência,
significa que as partículas perto de uma fronteira lateral aberta interagem com as partículas
próximas do limite lateral aberto do outro lado do domínio, de forma a completar a área de
suporte. Esta situação é exposta na Figura 4.3, onde partículas que encontram-se perto do
limite lateral tanto do lado direito, para a partícula j, quanto do lado esquerdo para a partícula
i. Desse modo, as áreas de influencia (suporte do kernel) para i e j, estendem-se para além do
limite lateral (Crespo, 2008; Violeau, 2012).
Além disso, as partículas conseguem, dependendo do caso, passar de um limite aberto
para o outro. É observada na Figura 4.4 nos exemplos de fluxo de Couette e fluxo de Poiseulle
(Liu e Liu, 2003; Morris e outros, 1997; Sigalotti e outros, 2003) (tratados com mais detalhe
nas secções posteriores). Assim, expõe-se nos dois casos da Figura 4.4, a passagem das
partículas entre os limites das fronteiras abertas de um lado para outro, com ênfase especial nas
partículas de cor rosa, onde observa-se que as mesmas movimentam-se, no percorrer do tempo
entre, os dois limites.
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Figura 4.3: Condição de fronteira periódica lateral, onde mostra-se as áreas de influencia (su-
porte do Kernel) para as partículas i e j, que estendem-se além da fronteira lateral tanto na direita
quanto na esquerda.
Figura 4.4: Condição de fronteira periódica: mostra-se os exemplos do fluxo de Couette e fluxo
de Poiseulle, mostrando a passagem de um lado para outro das partículas nos limites das fron-
teiras abertas, enfatizando as partículas de cor rosa.
4.5 Validação e discussão do simulador
Pretende-se apresentar a validação do simulador SPH proposto neste trabalho para os
casos de fronteira periódica e móvel, enquanto a implementação e as vantagens do mesmo
são discutidos, nos casos de mecânica dos fluidos para problemas de superfície livre e fluido
92
confinado.
Além disso, apresenta-se os resultados de problemas amplamente referenciados tais como:
Water Splash e Problema de Dam Break over a wet bed para o caso de fronteira móvel (Gomez-
Gesteira e outros, 2010; Liu e Liu, 2010; Nair e Tomar, 2014). No entanto, para a condição
de fronteira periódica usa-se os problemas de fluxo de Poiseuille e fluxo de Couette (Morris
e outros, 1997; Sigalotti e outros, 2003; Ellero e Tanner, 2005); e o exemplo final aborda o
caso de Uma gota colidindo com uma película de líquido para validar a implementação de
superfície livre para dois fluidos em condições iniciais diferentes e validar o fluxo de Rusanov
(Xu e outros, 2014; Jiang e outros, 2013).
4.5.1 Validação de Condição de fronteira móvel
Para a validação da condição de fronteira sólida em deslocamento empregam-se o exem-
plo de Water Splash (Vandamme e outros, 2009; Nair e Tomar, 2014; Liu e outros, 2014) onde
um objeto sólido penetra, com velocidade constante, um fluido, e adicionalmente o problema
de Dam Break over a wet bed (Khayyer e Gotoh, 2010; Gomez-Gesteira e outros, 2010; Liu e
Liu, 2010), onde o fluido começa a escoar pela apertura de uma comporta deslocando-se com
velocidade constante. Este problema é muito tradicional também para a validação de exemplos
com superfície livre.
Water Splash
O exemplo de Water Splash consiste de um sólido com formato circular com 0,11 m de
diâmetro, penetrando à velocidade de 0,875 m/s em um domínio de 0,6x0,6 m de fluido com
viscosidade de 𝜇 = 10−3 Pa · s e 𝜌 = 1000 kg/m3, contido em três fronteiras de parede rígida.
O objetivo é validar a interação fluido e condição de fronteira móvel, para diferentes estados de
compressibilidade definido pela velocidade do som.
A Figura 4.5 e Figura 4.6 mostra a evolução para diferentes instantes de tempo, da inte-
ração do círculo sólido enquanto penetra o fluido para os casos de numero de Mach (𝑀𝑎) igual
a 0,20 e 0,10 (ver Eq. 3.86), respectivamente. Em ambas figuras é observado um comporta-
mento adequado para este problema (Vandamme e outros, 2009; Adami e outros, 2012; Liu
e outros, 2014).
A Figura 4.7 apresenta o perfil de velocidades gerado pelo círculo sólido quando aproxima-se
do final do domínio de fluido para três casos de 𝑀𝑎 como 0,20, 0,15 e 0,10. Assim, o resultado
mostra que quanto maior for 𝑀𝑎, o perfil de velocidade é mais intenso, aumentando a dissi-
pação da velocidade no fluido com o sólido, situação esperada ao alterar a compressibilidade
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(Vandamme e outros, 2009; Adami e outros, 2012; Liu e outros, 2014). Conclui-se que a
implementação da fronteira em deslocamento para diferente compressibilidade do fluido foi
bem sucedida e obtêm-se resultados satisfatórios, fluido e estrutura móvel.
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Figura 4.5: Evolução no tempo do caso de Water Splah onde um circulo sólido, penetrando a
uma velocidade de 0,875 cm/s e com um fluido de 𝑀𝑎 = 0,20. Apresentação da distribuição
das partículas e do seu campo de velocidades.
Dam Break over a wet bed
Para o caso de Dam Break over a wet bed tem-se uma distribuição inicial segundo a
Figura 4.8, que consiste de três paredes rígidas e uma condição de parede sólida deslocando-se
com uma velocidade constante de 1,5 m, semelhante a uma porta se abrindo. O fluido foi
simulado como as propriedades de 𝑐 = 2,5 m/s, 𝜇 = 2 x 10−3 Pa · s e 𝜌 = 1000 kg/m3.
Assim, o fluido começa a escoar principalmente pela influência da gravidade (9,81 m/s2) e pela
interação com a porta abrindo.
Na Figura 4.9 apresentam-se os primeiros passos de tempo para o escoamento do fluido,
onde se observa a interação do fluido de cor azul atrás da porta e o fluido de cor vermelho no
frente da porta, onde os dois fluidos possuem as mesmas propriedades. Assim, ao ocorrer a
interação entre eles é gerada uma onda, que é um resultado característico neste tipo de exemplo
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Figura 4.6: Evolução no tempo do caso de Water Splah onde um circulo sólido, penetrando a
uma velocidade de 0,875 cm/s e com um fluido de 𝑀𝑎 = 0,10. Apresentação da distribuição
das partículas e do campo de velocidades.
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Figura 4.7: Perfis de velocidade para o exemplo de Water Splah gerado pelo circulo sólido
quando aproxima-se ao final do domínio de fluido para três casos de 𝑀𝑎 iguais a 0,20, 0,15 e
0,10.
(Khayyer e Gotoh, 2010; Gomez-Gesteira e outros, 2010; Liu e Liu, 2010). Demostrando um
comportamento adequado e esperado entre os dois fluidos no momento do escoamento.
Portanto, o simulador projetado neste trabalho, pode ser usado para condições de parede
sólida deslocando-se e também para dois fluidos em condições relativamente diferentes em
problemas de superfície livre.
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Na Figura 4.10 observa-se a interação entre os fluidos atrás e na frente da comporta e o
deslocamento da onda formada, através do tempo até colidir com a parede do lado direito da
fronteira. Assim, pode-se concluir que a estabilidade do fluido na propagação da onda formada
pelo escoamento quando reage com a condição de parede no passo do tempo em um domínio
relativamente grande é adequada.
Além disso, a fim de fazer uma comparação com resultados experimentais empregou-se
os resultados do trabalho experimental desenvolvido por M. Jánosi em 2004 (Jánosi e ou-
tros, 2004) e também usado no trabalho de (Khayyer e Gotoh, 2010) como validação da sua
simulação pelo método SPH para o problema de Dam Break over a wet bed. Assim, na Figura
4.11 apresenta-se a comparação com resultados experimentais do simulador, observando-se
resultados com certa semelhança na distribuição das partículas e o fluido real.
(a)
(b)
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0
x(m)
Figura 4.8: Distribuição inicial do exemplo de Dam Break over a wet bed, sem escala na parte
superior e em escala na parte inferior.
4.5.2 Validação de fronteira periódica
A validação da implementação da fronteira periódica explicada na seção 4.4. Emprega
os exemplos de fluxo de Poiseuille e fluxo de Couette (Morris e outros, 1997; Sigalotti e ou-
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Figura 4.9: Exemplo de Dam Break over a wet bed, mostrando-se os primeiros passo na simu-
lação e interação inicial entre os fluidos frente e atrais da porta.
Figura 4.10: Exemplo de Dam Break over a wet bed, mostrando-se a evolução do escoamento
entre os fluidos frente e atrais da porta, e a como reage com a condição de parede rígida.
tros, 2003; Ellero e Tanner, 2005), os quais são exemplos clássicos usados para este tipo de
fronteiras em CFD (Adami e outros, 2012; Litvinov e outros, 2010). Para os exemplos apresen-
tados o fluido usado uma 𝜌 = 1 kg/m3 e com uma dimensão no canal com fronteira periódica
de 1 x 2. Para os casos de com numero de Reynolds (𝑅𝑒) iguais a 5 e 25, com um 𝑀𝑎 = 0,1
para todos os casos.
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Figura 4.11: Comparação experimental do exemplo de Dam Break over a wet bed e simulação
(Imagines experimentais extraídas do trabalho de M. Jánosi em 2004 (Jánosi e outros, 2004)).
Fluxo de Poiseuille
O fluxo de Poiseuille foi projetado como um fluido que escoa devido à condição de força
externa constante no tempo com 𝐹 , como apresenta-se na Figura 4.12 (a). Assim, o problema
esta configurado com uma fronteira periódica lateral e duas paredes rígidas superior e inferior.
A velocidade máxima no problema é igual 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 𝐹𝐿2/8𝜇 para um 𝑅𝑒 = 𝐿𝑉𝑚𝑎𝑥/𝜇.
Figura 4.12: Condições iniciais dos problemas: (a) fluxo de Poiseuille com uma força externa
(F); (b) fluxo de Couette, com uma velocidade cisalhante (𝑉𝑠) constante no tempo na parede
superior.
A Figura 4.13 apresenta a evolução no tempo do problema de Fluxo de Poiseuille para
𝐹 = 0,1 e 𝑅𝑒 = 5, demostrando a evolução da deformação na distribuição das partículas com
destaque para as partículas rosas. No restante das partículas além da distribuição apresenta-se
o campo de velocidades. A distribuição final das partículas rosas em forma parabólica e o
campo de velocidade foi um resultado semelhante ao esperado neste tipo de exemplo (Morris
e outros, 1997; Sigalotti e outros, 2003).
Na Figura 4.14 traça-se o perfil de velocidades das partículas para o Fluxo de Poiseuille
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Figura 4.13: Exemplo de fluxo de Poiseuille na evolução no tempo, mostrando-se duas colunas
de partículas rosas, ao mesmo momento que observa-se sobre o resto das partículas, o campo
de velocidades.
para 𝑅𝑒 iguais a 5 e 25, na evolução do tempo e em relação com a posição vertical 𝐿 = 1,
comparado com a solução serial de Morris e outros, 1997. Especialmente, este exemplo mostra
a capacidade de atingir o estado estacionário quase permanente para o simulador. Portanto, o
resultado obtido com o simulador foi bem sucedido no que tange a modelagem do Fluxo de
Poiseuille. (Morris e outros, 1997; Sigalotti e outros, 2003; Violeau, 2012).
Fluxo de Couette
O fluxo de Couette foi implementado com a característica de uma condição constante
de velocidade cisalhante (𝑉𝑠) externa de 2,5x10−2 na parede superior da fronteira com parede
rígida como é apresentado na Figura 4.12 (b). Portanto, o exemplo esta configurado por uma
fronteira periódica lateral e duas paredes rígidas superior e inferior. O para este problema o
𝑅𝑒 = 𝐿𝑉𝑠/𝜇
Na Figura 4.15 observa-se a evolução no tempo no problema de fluxo de Couette para o
caso de 𝑅𝑒 = 5. É observada a deformação ao longo do tempo na distribuição das partículas,
com destaque das duas colunas de partículas rosas. Além disso, no restante das partículas
visualiza-se o campo de velocidades. Na distribuição das partículas rosas observa-se uma
inclinação, que é o resultado aguardado, e o campo de velocidades também produz um
resultado ótimo neste tipo de aplicação (Morris e outros, 1997; Sigalotti e outros, 2003;
Litvinov e outros, 2010).
A Figura 4.16 expõe o perfil de velocidades das partículas para o fluxo de Couette no transcurso
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(a)
(b)
Figura 4.14: Mostra-se o exemplo de fluxo de Poiseuille para a relação entre velocidade no eixo
horizontal (Vx) e a posição vertical (y) no passo do tempo, comparados com a solução teórica
serial de Morris e outros, 1997. (a) Para fluido com 𝑅𝑒 = 5; (b) Para fluido com 𝑅𝑒 = 25.
do tempo em relação com a posição vertical (𝐿) para os casos de 𝑅𝑒 iguais a 5 e 25, comparados
com a solução serial de Morris e outros, 1997. Especialmente este exemplo mostra a capacidade
de atingir o estado estacionário quase permanente para o simulador depois do passo do tempo
(Adami e outros, 2012).
Assim, os resultados foram semelhantes ao esperado para esse tipo de problema em
comparação com a literatura (Litvinov e outros, 2010; Sigalotti e outros, 2003; Ellero e
Tanner, 2005). Além disso, os resultados satisfatórios para as simulações de fluxo de Poiseuille
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Figura 4.15: Exemplo de fluxo de Couette na evolução no tempo, mostrando-se duas colunas
de partículas rosas, ao mesmo tempo que observa-se sobre o restante das partículas o campo de
velocidades.
e fluxo de Couette validam também a formulação proposta e a condição de fronteira periódica.
4.5.3 Validação da implementação do fluxo de Rusanov em superfície livre
Validou-se a implementação do fluxo de Rusanov explicada detalhadamente na secção
4.2, para o caso de superfície livre para dois fluidos interagindo em diferentes condições inici-
ais. Assim, usa-se o exemplo de Dam Brak, uma gota colidindo com uma película de líquido
e Evolution of a circular patch of fluid, que são frequentemente utilizado para problemas de
fluidos (Xu e outros; Jiang e outros; Nair e Tomar, 2014; 2013; 2014).
4.5.4 Dam Break
Desenvolve-se novamente o exemplo de Dam Break, sendo uma continuação do problema
apresentado na Seção 3.11.3 mas com a diferença que pretende-se focar nos acontecimentos
após a coluna de água colidir com a parede do lado direito, para o análise do aprimoramento
com o fluxo de Rusanov. Portanto, na Fig. 4.17 observa-se o escoamento de um fluido com
𝑀𝑎 = 0,2 até colidir com a parede do lado direito, assim apresenta-se o campo de pressão
e velocidades em cada partícula para três instantes de tempo até alcançar o tempo de 15
segundos. Estes perfis apresentam uma fiel aproximação em comparação com outros trabalhos
de referência (Marrone e outros, 2011; Mayrhofer e outros, 2013; Monaghan, 1992).
Dessa maneira, nas Figuras 4.18 e 4.19, é apresentada uma comparação para os casos de
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Figura 4.16: Mostra-se o exemplo de fluxo de Couette para a relação entre velocidade no eixo
horizontal (Vx) e a posição vertical (y) no passo do tempo, comparados com a solução teórica
serial de Morris e outros, 1997. (a) Para fluido com 𝑅𝑒 = 5; (b) Para fluido com 𝑅𝑒 = 25.
𝑀𝑎 iguais a 0,05, 0,1 e 0,2, onde destaca os efeitos desta no comportamento do escoamento
dos fluidos, e especialmente como foi mantido um adequado campo de velocidade como na
Fig.4.18 e as pressões das partículas Fig. 4.19 de uma forma uniforme e estável como é de
aguardar-se para este tipo de problema.
Finalmente, na Fig. 4.20 observa-se a comparação dos fluidos com 𝑀𝑎 iguais a 0,05 e
0,2, em um instante do tempo onde o fluido quase não escoa, apresentando um campo de
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Figura 4.17: Exemplo de Dam Break com um fluido com 𝑀𝑎 = 0,2, apresenta-se comporta-
mento do fluido depois de colidir com a parede do lado direito.
(a)
t= 11,0 s
(b)
t= 4,0 s
(c)
Figura 4.18: Comparação no passo do tempo do campo de velocidades para o exemplo de Dam
Break com diferentes velocidades do som. Para o comportamento do fluido depois de colidir
com a parede do lado direito.(a) 𝑀𝑎 = 0,05; (b) 𝑀𝑎 = 0,1; (c) 𝑀𝑎 = 0,2.
velocidade baixo e uma distribuição da pressão estável. Desse modo, fluxo de Rusanov fornece
uma modelagem fiel e estáveis para o problemas de Dam Break até alcançar quase um estados
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Figura 4.19: Comparação no passo do tempo do campo de pressão para o exemplo de Dam
Break com diferentes velocidades do som. Para o comportamento do fluido depois de colidir
com a parede do lado direito. (a) 𝑀𝑎 = 0,05; (b) 𝑀𝑎 = 0,1; (c) 𝑀𝑎 = 0,2.
de repouso.
Além disso, implementa-se uma variação de Dam Break com um obstáculo triangular, para
uma condição inicial descrita na Fig. 4.21. Esta implementação é de interesse devido a que
presenta uma alta instabilidade, quando acontece a colisão com o obstaculo. Nas Figuras 4.22,
4.23, 4.24 e 4.25 apresentam-se os exemplos de caso de estudo para esta configuração, com
três casos diferentes de configurações de fluido para 𝑅𝑒 e 𝑀𝑎.
Onde a Fig. 4.22 mostra diferentes instante de tempo do fluido de 𝑅𝑒 = 3 x 107 e 𝑀𝑎 = 0,26,
enquanto a Fig. 4.23 do fluido de 𝑅𝑒 = 3 x 108 e 𝑀𝑎 = 0,07, ambos casos apresentam o
campo de velocidades e de pressão nas partículas, de uma forma adequada sem apresentar
instabilidades significativas no momento de colidir com o obstaculo e a parede na parte oposta
da cavidade.
Na Fig. 4.24 mostra-se a continuação do escoamento dos exemplos com fluidos de𝑅𝑒 = 3 x 107
e 𝑀𝑎 = 0,26, e de 𝑅𝑒 = 3 x 108 e 𝑀𝑎 = 0,07, apresentando os campos de velocidade e de
pressão nas partículas. Observa-se o instante quando o fluido da coluna, cheia completamente
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(a)
(b)
Figura 4.20: Comparação do campo de pressão e velocidades para Dam Break para os exemplos
com 𝑀𝑎 iguais a 0,05 e 0,2, no instante do tempo onde o fluido quase tem deixado de escoa.
(a) 𝑀𝑎 = 0,2; (c) 𝑀𝑎 = 0,05.
Água 1,0 m
0,5 m
2,2 m
0,9 m
0,2 m
1,2 m
Figura 4.21: Condições iniciais problema de Dam Break com obstaculo triangular.
a superfície inferior da cavidade, mantendo um adequadamente comportamento.
Na Fig. 4.25 mostra dois exemplos de fluidos com 𝑀𝑎 de 0,07 e 0,13, para ambos casos
𝑅𝑒 = 3 x 108, quando a coluna de fluido fica em um estado de quase estabilidade. Esses
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Figura 4.22: Exemplo de Dam Break na evolução do tempo com um obstaculo triangular. Para
um fluido de e 𝑅𝑒 = 3 x 107 e 𝑀𝑎 = 0,26.
exemplos mostram que o fluxo de Rusanov para casos com exemplos com alta deformação
apresentam uma fiel aproximação na distribuição das partículas e decresce as instabilidades na
evolução do tempo. Estos resultados comparáveis com outros trabalhos feitos com simuladores
semelhantes (Marrone e outros, 2011; Cherfils e outros, 2012; Ozbulut e outros, 2014;
Mayrhofer e outros, 2013).
4.5.5 Evolution of a circular patch of fluid
Para realizar uma última validação da implementação de fluxo de Rusanov, utilizamos
o exemplo de Evolution of a circular patch of fluid. Desse modo, usamos este para comparar
a influência nas implementações com SPH e SPH-Euler. Onde o caso de SPH-Euler é a
mesma formulação de SPH mas sem empregar a parte viscosa na Eq. 4.2 (𝜇 = 0). Portanto,
consideramos um circulo de raio 𝑅 de fluido livre de qualquer força externa. Os campos de
velocidade e pressão iniciais são prescritos pelas equações 4.6.
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Figura 4.23: Exemplo de Dam Break na evolução do tempo com um obstaculo triangular. Para
um fluido de 𝑅𝑒 = 3 x 108 e 𝑀𝑎 = 0,07
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢0 (𝑥,𝑦) = 10𝑥,
𝑣0 (𝑥,𝑦) = −10𝑥,
𝑃0 (𝑥,𝑦) =
100
2
𝜌0 {𝑅2 − (𝑥2 + 𝑦2)} ,
∀ (𝑥,𝑦) ,𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑅. (4.6)
Submetido a esse campo inicial de velocidades no eixo 𝑥 com 𝑢0 e no eixo 𝑦 com 𝑣0, e
à pressão 𝑃0, o circulo de água evolui deformando-se no tempo conservando uma forma
elíptica, como observado na Fig. 4.26. O fluxo gerado é irrotacional, como consequência
da incompressibilidade das formulações, comparando-se com a solução analítica (Cherfils
e outros, 2012; Nair e Tomar, 2014; Touzé e outros, 2013; Monaghan, 1992).
Na Fig. 4.26 mostra-se a comparação para diferentes instantes de tempo no campo de
pressão, e a variação da altura (B) comparada com a solução analítica (Monaghan, 1992;
Cherfils e outros, 2012; Xu e outros, 2014). Assim, os resultado teóricos comparados com
as simulações nos dois exemplos para a evolução da altura (B) na Fig. 4.26, apresenta-se um
comportamento adequado para os dois casos, sendo a implementação SPH a de maior precisão.
107
(a)
Figura 4.24: Comparação do exemplo de Dam Break na evolução do tempo com um obstaculo
triangular, para os fluidos: (a) 𝑅𝑒 = 3 x 107 e 𝑀𝑎 = 0,26; (b) 𝑅𝑒 = 3 x 108 e 𝑀𝑎 = 0,07
mostrando o campo de pressão nas partículas.
2,41,81,2
P (kPa)
0,60,0 2,021,500,99
P (kPa)
0,500,04
(a) (b)
Figura 4.25: Comparação do exemplo de Dam Break na evolução do tempo com um obstaculo
triangular, apresentando o estado quase estacionário de um fluido com 𝑅𝑒 = 3 x 108. (a) 𝑀𝑎 =
0,07; (b) 𝑀𝑎 = 0,13.
O campo de pressão nas simulações comportam-se de forma esperada neste tipo de problema
(Nair e Tomar, 2014; Touzé e outros, 2013; Colagrossi e outros, 2011), em especial o caso
de SPH-Euler. Isto ainda mais evidente na Fig. 4.27, onde se traçam os perfis de pressão no
centro do fluido circular para diferentes instantes de tempo. O perfil de pressão no centro
do SPH-Euler é comparável as trabalhos apresentados como Cherfils e outros; Colagrossi
e outros, 2012; 2011.
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4.5.6 Uma gota colidindo com uma película de líquido
O exemplo de uma gota colidindo com uma película de líquido, pretende validar o
simulador SPH para o comportamento com superfície livre e fluxo de Rusanov onde ocorre
a interação de dois fluidos com condições iniciais diferentes. As propriedades dos fluidos são
𝜇 = 1 x 10−3 Pa · s e 𝜌 = 1000 kg/m3, e a disposição inicial da geometria da discretização das
partículas foi definida segundo a Figura 4.28.
O exemplo pode ser observado na Figura 4.29 a evolução em instantes de tempo para os fluidos
com 𝑀𝑎 = 0,025 e 𝑀𝑎 = 0,0125. A gota colide com uma velocidade vertical de 0,01 m/s
com a película de fluido contida em uma fronteira de parede sólida (Figura 4.29). Portanto,
apresenta-se a evolução no tempo na interação entre os dois fluidos e como comporta-se o
campo de velocidades das partículas. Mostrando resultados acordes para este tipo de simulação
(Xu e outros, 2014; Jiang e outros, 2013; Nair e Tomar, 2014).
Na Figura 4.30 mostra-se os efeitos de 𝑀𝑎 para valores de 0,025, 0,0125, 0,007 quando a
gota começa a penetrar a película de líquido onde é possível observar a deformação entre os
fluidos. Enquanto, na Figura 4.31 apresenta-se o campo de pressão para diferentes instantes de
tempo até atingir um campo de pressão nas partículas em um estado quase de repouso entre
os dois líquido em iteração, novamente para os casos com 𝑀𝑎 = 0,025 e 𝑀𝑎 = 0,0125.
Assim, o apresentam-se resultados fiéis para este tipo de problema no campo de velocidade,
na distribuição das partículas e no campo de pressões acordes com outros trabalhos (Xu
e outros, 2014; Jiang e outros, 2013; Nair e Tomar, 2014) .
4.6 Conclusões preliminares
∘ Conseguiu-se desenvolver partes fundamentais para a simulação de fluidos com superfície
livre, fronteira periódica e fronteira móvel, com os aprimoramentos com SPH e fluxo de
Rusanov.
∘ Apresentou-se uma proposta de simulador SPH para implementar interações fluido-
estrutura e suas condições ótimas de simulação para os fenômenos e parâmetros envolvi-
dos para a simulação com fronteira rígida móvel, nos casos de Water Splash e Dam Break
over a wet bed. Forem obtidos ótimos resultados tanto para os resultados computacionais
como na comparação com resultados reais.
∘ Validou-se o simulador para as implementações de condição de fronteira periódica para
simular problemas clássicos como o fluxo de Couvette e o fluxo de Poiseuille, obtendo-se
resultados adequados.
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Figura 4.26: Tabela que compara as implementação com SPH com as formulações de SPH-
Euler e SPH, utilizando o exemplo de Evolution of a circular patch of fluid. Além disso, mostra-
se o valor nas simulações e teóricas da evolução da altura (B) no circulo de fluido.
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Figura 4.27: Problema de evolution of a circular patch of fluid que compara as implementação
com SPH-Euler e SPH do perfil de pressão no centro do fluido circular para diferentes instantes
de tempo.
Figura 4.28: Disposição inicial da geometria da discretização das partículas e as fronteiras de
parede rígida para o exemplo de uma gota colidindo com uma película de líquido.
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Figura 4.29: Evolução de uma gota colidindo com uma película de líquido. Apresenta-se o
campo de velocidades e como deformam-se para fluidos com: (a) 𝑀𝑎 = 0,025; (b) 𝑀𝑎 =
0,0125.
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Figura 4.30: Exemplo de uma gota impactando uma película de líquido no momento de pene-
tração para: (a) 𝑀𝑎 = 0,025, (b) 𝑀𝑎 = 0,0125, (c) 𝑀𝑎 = 0,0125, (d) 0,007.
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Figura 4.31: Evolução no tempo do exemplo de uma gota impactando uma película de líquido
mostrando o campo de pressão (𝑃 ) para dois casos de fluidos com: a) 𝑀𝑎 = 0,025; (b) 𝑀𝑎 =
0,0125..
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5 Implementação de SPH Micro-cavidades: multi-fluido, tensão
superficial e capilaridade
Os microdispositivos com fluidos mostram muitas vezes interações fluido-estrutura,
multi-fluidos ou escoamento multi-fase. Os efeitos não-lineares presentes nestes problemas,
especialmente quando as escalas de comprimento características são demasiado peque-
nas (micro-escala), fazem que forças como a tensão superficial tornem-se relevantes no
comportamento do escoamento do fluido em comparação com os efeito inerciais, que pre-
dominam em escalas de comprimento maiores (macro-escala) (Francais e Bendib, 2001;
Adami e outros, 2010). Portanto, simulações de escoamento com interfases complexas são
precisas, tornando-se um problema de interesse e com relevância prática (Xu e outros, 2016;
Kunstmann-Olsen e outros, 2012).
Geralmente existem três tipos de abordagens que são adotadas pelos pesquisadores para
simular esses problemas (Clift e outros, 1978): análise teórica, observação experimental e
simulação numérica. Contudo, a análise teórica é restrita apenas a condições extremamente
ideais, sendo essencial para a explicação do mecanismo físico em alguns casos simples,
mas não tão apropriado para aplicações práticas com condições complexas. Em relação à
observação experimental, o custo é geralmente muito alto e o período experimental é muito
longo. Além disso, após o equipamento experimental estar completamente construído, é difícil
adicionar novas funções, enquanto que nos métodos numéricos, a adição de novas funções é
natural.
As principais abordagens usando solução numérica das equações governantes do sistema
de fluxo, são os métodos baseados em malha com uma formulação Euleriana ou os métodos
sem malha de ponto de vista Lagrangiana (Dutta, 2008; Van Liedekerke e outros, 2013; Szewc
e outros, 2013; Adami e outros, 2010).
O método sem malha de SPH é empregado devido às suas vantagens conceituais para a
modelagem de fluxos multi-fase complexos. Com este método de partículas de formulação
Lagrangiana, as interfases de fluidos imiscíveis são representados de forma auto-adaptativa,
sem a necessidade de complexos algoritmos para a detecção e rastreamento das interfases
que precisam de um elevado consumo de processamento computacional como nos métodos
Eulerianos com malha (J. Hua, J. F. Stene e outros, 2008; Cao e outros, 2004; Ramaprabhu
e outros, 2005). Assim, neste trabalho, a implementação SPH, usa uma função de cor atribuída
a uma única fase para cada partícula ao longo do tempo de simulação. Com esta metodologia,
as interfases podem ser tratadas facilmente inclusive com elevadas deformações e até mesmo
acontecendo divisão ou quebra (Adami e outros, 2010).
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Foca-se na implementação da força de tensão superficial utilizando o método CSF, na
implementação das flutuações térmicas mesoscópicas empregando SDPD e na implementação
de formulações de S-Phase para SPH (Hu e Adams, 2006; Adami e outros, 2012) para
simulações de escoamento de emulsões usando focalização hidrodinâmica (Tartakovsky e
Panchenko, 2016; Szewc e outros, 2013; Mayoral-Villa e outros, 2016). Portanto, esta parte
do simulador apresenta-se como uma ferramenta alternativa para previsão, planejamento e
projeto de dispositivos micro-fluídicos, sendo particularmente adequado para trabalhar com
fluidos imiscíveis. Assim, os modelos apresentados neste capitulo utilizam um simulador 2D
desenvolvido na linguagem C/C++, que pretende ser uma ferramenta interativa para a pesquisa
e desenvolvimento em áreas relacionadas.
O capitulo 5 apresenta a implementação do método SPH com as características neces-
sárias para micro-fluídica em casos multi-fluido como taxas de densidades semelhante e
imiscíveis. Assim, realiza-se a reformulação do simulador para implementar o estado mesos-
cópico dos fenômenos envolvidos. O método SPH aplicado nas equações de Navier-Stokes
junto com o método de Força de Superfície Contínua (Continuum Surface Force method -
CSF) (Morris, 2000; Wu e outros, 1996; Liu e Liu, 2004) e Smoothed DissipativeParticle
Dynamics (SDPD) (Litvinov e outros, 2010; Español e Revenga, 2003) é apresentado como
una nova alternativa para a modelagem de problemas com dispositivos micro-fluídicos em
comparação com os métodos tradicionais de malha e métodos de dinâmica molecular (Adami
e outros, 2010). Esta abordagem tem sido bem sucedida na implementação dos fenômenos
de molhabilidade, capilaridade e tensão superficial para as interações fluido-fluido e fluido-
estrutura em microdispositivos (Tartakovsky e Meakin, 2005; Nugent e Posch, 2000; Shadloo
e outros, 2013).
Esse capítulo também apresenta a validação do simulador SPH na implementação de
sistemas micro-fluídicos, que podem ser usado para modelar múltiplos fluidos escoando em
micro-canais 2D. O interesse especial é o comportamento das emulsões (líquido-líquido) com
fluidos de densidade semelhante. Em primeiro lugar, apresenta-se o contexto teórico, onde são
mostradas as equações parciais de Navier-Stokes e do método CSF no formalismo Lagrangiana.
Na Seção 5.2, a formulação e implementação das equações Navier-Stokes, CSF e SDPD são
explicadas usando a discretização SPH. Finalmente, a validação do simulador proposto é
realizada com os casos: (Seção 5.4.2)Deformação de uma gota quadrada para uma e dias
fases; (Seção 5.4.3) Deformação de uma gota liquida em suspensão, onde o comportamento
líquido-líquido e líquido-parede é apresentado pela ação da capilaridade (Hu e Adams, 2006);
(Seção 5.4.4) O fluxo de Poiseuille e de Couette é novamente proposto para validação das
condições de parede e formulação S-Phase. Ambos mostraram a interação do fluido escoando
com as condições periódicas dos contornos e como o estado estacionário é atingido ((Adami
e outros, 2013); Grenier e outros, 2013); (Seção 5.4.5) O exemplo de deformação de gota em
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um fluxo de cisalhamento, que é comparado com um modelo empírico experimental; (Seção
5.4.6) O escoamento bifásico em um dispositivo micro-fluídico é estudado para várias condi-
ções de contorno diferentes; (Seção 5.4.8) Os últimos exemplos são a simulação de três casos
de estudo, primeiro a simulação de um dispositivo em cruz com três entradas e uma saída, ope-
rando com dois fluidos diferentes e imiscíveis. O objectivo deste dispositivo é a emulsificação
por focalização hidrodinâmica. Além disso, a implementação de canais com garganta e obstá-
culo circula, mostrando a capacidade do simulador para sua aplicação em problemas com poros.
5.1 Bases teóricas
5.1.1 Equações de movimento
A equações diferenciais conservativas de Navier-Stokes são resolvidas para uma aborda-
gem lagrangiana, isto é, sistema de referencia móvel Anderson, 1995.
𝑑v
𝑑𝑡
= g− 1
𝜌
∇𝑃 + F(𝜈) + F
(𝑇𝑆)
𝜌
(5.1)
𝑑𝜌
𝑑𝑡
= −𝜌 (∇ · v) (5.2)
Onde 𝜌, v e g são respectivamente a densidade, a velocidade e a força no corpo. Eq. 5.1 é
usada para fluidos incompressíveis com um número de Reynolds baixo (Morris e outros, 1997;
Batchelor e Young, 1968), e a equações de estado é empregada para calcular a pressão (𝑃 )
𝑃 =
𝑐2𝜌0
𝛾
[︂(︂
𝜌
𝜌0
)︂𝛾
− 1
]︂
(5.3)
onde 𝑐 é a velocidade do som, 𝛾 é uma constante com valor igual a 7 e 𝜌0 é a densidade inicial
de referência do fluido. Dessa forma, o termo F(𝜈) denota a força viscosa, que para o caso de
escoamento incompressível é dado conforme a Eq. 5.4.
F(𝜈) = 𝜈∇2v, (5.4)
onde 𝜈 = 𝜇/𝜌 é a viscosidade cinemática. O termo F(𝑇𝑆) representa a força por tensão superfi-
cial que atua somente na interfase ou na superfície do fluido. Para um fluido imiscível a força
superficial é apresentada na Eq. 5.5.
F(𝑇𝑆) = 𝛼 (∇ · nˆ) nˆ, (5.5)
onde 𝛼 denota o coeficiente de tensão superficial, ∇ · nˆ e nˆ são as curvatura e direção da
interfase normalizada da superfície do fluido, respetivamente. Note que a força do corpo, a
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pressão, e a força de superfície são forças conservativas. Dado que, os efeitos causados pela
difusão no fluido são negligenciados, os efeitos dissipativos do modelo são devido unicamente
às forças viscosas da Eq. 5.4.
Portanto, fazemos uma restruturação das equações diferenciais que modelam nosso fluido,
acrescentando a força causada pela tensão superficial e dividindo a equação de movimento em
forças conservativas e não conservativas.
5.2 Método Smoothed Particle Hydrodynamic
Nesta seção, o método SPH é implementado. Devido à complexidade dos casos anali-
sados neste estudo, é importante reformular este método independente da densidade para as
condições micro-fluidas. Assim, as aproximações básicas para os derivados espaciais médios
das partículas no estado de fluxo são feitas a partir de uma função de suavização (FS), e
as partículas vizinhas só contribuem para o volume específico, mas não para a densidade,
como é tradicional na formulação SPH para fluidos. Portanto, esta formulação é semelhante e
inspirada nos trabalhos apresentados por Adami e outros, 2012, Hu e Adams, 2007 e Grenier
e outros, 2009, que chamaremos de S-Phase e será explica com maior detalhe na Seção 6.1.
5.2.1 Evolução da densidade
A evolução da densidade (Eq. 5.2) pode ser formulada com SPH.
⟨
𝑑𝜌
𝑑𝑡
⟩
𝑖
= 𝜌𝑖
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑉𝑗 (v𝑖 − v𝑗) · ∇𝑊𝑖𝑗, (5.6)
Onde 𝜌𝑖 denota a densidade na partícula 𝑖 e ∇𝑖 a derivada respeito à posição r𝑖. 𝑊𝑖𝑗 = 𝑊 (r𝑖 −
r𝑗,ℎ) é a função Kernel com um comprimento ℎ, 𝑉𝑗 é o volume da partícula 𝑗. A FS de Q-
Spline apresentada por Morris com um suporte compacto 3ℎ é usado neste capitulo (Ver Seção
3.2). A Eq. 5.6 é adotada porque a soma sobre as partículas vizinhas leva apenas em conta
uma contribuição do volume, o que permite o comportamento estável em problemas multi-fase
(Adami e outros, 2012). Além disso, usa-se em conjunto a atualização da densidade (Eq. 5.6) e
re-inicialização constante do volume (Eq. 5.7) (Grenier e outros, 2009; Grenier e outros, 2013).
⟨𝜌⟩𝑖 = 𝑚𝑖
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑊𝑖𝑗 =
𝑚𝑖
𝑉𝑖
;𝑉𝑖 =
1∑︀𝑁
𝑗=1𝑊𝑖𝑗
(5.7)
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Onde 𝑚𝑖 é a massa para a partícula 𝑖. Desse modo, como não há nenhuma contribuição na
massa pelas partículas vizinhas, a Eq. 5.7 possibilita a modelagem na presença de densidades
descontínuas, nos casos com grandes diferenças entre as massas de partículas próximas, evi-
tando descontinuidades (Hu e Adams, 2006).
5.2.2 Equação de Momento
Na equação de momento dado pela Eq. 5.1 para a formulação com SPH é baseada no
modelo S-Phase de média densidade ponderada entre partículas (density-weighted inter-particle
averaged model) (Hu e Adams, 2006; Adami e outros, 2013) é utilizada para a simulação de
descontinuidade de pressão e viscosidade entre diferentes fases. Assim, o termo de pressão na
equação de momento é aproximado como
−
⟨
1
𝜌
∇𝑃
⟩
𝑖
= − 1
𝑚𝑖
𝑁∑︁
𝑗=1
(𝑃𝑖𝜌𝑗 + 𝑃𝑗𝜌𝑖)
𝜌𝑖 + 𝜌𝑗
(︀
V2𝑖 + V
2
𝑗
)︀∇𝑖𝑊𝑖𝑗, (5.8)
E a força viscosa no fluxo de fluidos incompressíveis é formulada como
⟨
F(𝜈)
⟩
𝑖
=
1
𝑚𝑖
𝑁∑︁
𝑗=1
2𝜇𝑗𝜇𝑖
𝜇𝑗 + 𝜇𝑖
(︀
V2𝑖 + V
2
𝑗
)︀ r𝑖𝑗· ∇𝑖𝑊𝑖𝑗
|r𝑖𝑗|2 + 0.01ℎ2 (v𝑖 − v𝑗) , (5.9)
Onde r𝑖𝑗 = r𝑖− r𝑗 . O termo 0.01ℎ2 na Eq. 5.9 é introduzido para evitar a singularidade quando
|r𝑖𝑗| ≈ 0.
Estas expressão tem forma anti-simétrica com respeito à interação de 𝑖 e 𝑗, portanto gera
uma relação de conservação de momento satisfatória (Hu e Adams, 2006). As Equações 5.8 e
5.9 são semelhante à forma referida pelo Monaghan (Monaghan, 1992). Uma comparação com
Flekkoy e outros na formulação dos gradiente mostram que o termo
∑︀𝑁
𝑗=1
(︀
V2𝑖 + V
2
𝑗
)︀∇𝑖𝑊𝑖𝑗 é
equivalente à área eficaz da interfase entre as partículas 𝑖 e 𝑗.
5.2.3 Tensão Superficial
Fluidos múltiplos e a influência da tensão superficial em problemas de escoamento
existem em muitos problemas de engenharia. Exemplos de tais fluxos incluem moldagem por
injeção (Tong e Browne, 2014), soldagem (Liu e Liu, 2004), recuperação de petróleo, sistemas
LOC’s (Liu e outros, 2007) e sistemas hidrotermais (Tripp e Vearncombe, 2004).
Na interfase de diferentes fluidos, a tensão superficial existe como um resultado das for-
ças moleculares irregulares. Portanto, a interfase se comporta de uma forma semelhante a
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uma membrana fina esticada. Assim, a previsão da evolução da interfase e o tratamento das
condições de interfase entre fluidos têm sido uma tarefa difícil para simulações numéricas.
Uma alternativa é o emprego do modelo CSF que apresenta uma melhor estabilidade e define
com uma melhor resolução a interação entre as fases (Hu e Adams, 2006; Morris, 2000).
Consequentemente, a Eq. 5.5 é reescrito como F(𝑇𝑆) = ∇ · Π(𝑇𝑆), onde o esforço superficial é
definido tradicionalmente como
Π(𝑇𝑆) = 𝛼 (I− nˆ⊗ nˆ) |∇𝐶| (5.10)
Dessa forma, emprega-se a função escalar 𝐶 (conhecida como função cor Morris, 2000) para
indicar a interação entre fases, sendo o∇𝐶 o gradiente da função cor, que estabelece a superfície
de interfase (campo perpendicular entre fases), tornando-se como uma unidade através nˆ =
∇𝐶
|∇𝐶| (normal entre superfícies). Porém, devido ao fato de que I − nˆ ⊗ nˆ tem um traço de
𝑑− 1, sendo 𝑑 a dimensão espacial, há uma contribuição de pressão negativa 𝑑− 1
𝑑
𝛼 |∇𝐶| para
o esforço superficial de acordo com a Eq. 5.1. Como esta pressão negativa não contribui em
nada para a tensão superficial, é razoável reescrever a Eq. 5.10 como a Eq. 5.11 para eliminar
esse efeito.
Π(𝑇𝑆) = 𝛼
(︂
1
𝑑
I− nˆ⊗ nˆ
)︂
|∇𝐶| (5.11)
Outra razão para este procedimento foi proposto por Morris (Morris, 2000), que sugere que
uma pressão negativa pode causar problemas de estabilidade no cálculo de alta resolução. Visto
que |∇𝐶| é representada numericamente em uma interfase com largura finita e que tende a
zero, gerando erros no cálculo direto de nˆ. Uma recomendação para superar esta dificuldade foi
resolvido rescrevendo a Eq. 5.11 como a Eq. 5.12, que é bem definida em todo o domínio e
desaparece naturalmente quando |∇𝐶| torna-se zero.
Π(𝑇𝑆) = 𝛼
1
|∇𝐶|
(︂
1
𝑑
I |∇𝐶|2 −∇𝐶 ⊗∇𝐶
)︂
(5.12)
Portanto, define-se o índice de cor como
𝐶𝑆𝑖 =
{︃
1 Se partícula i pertence à fase s,
0 Caso contrário,
𝑠 = 1, · · · ,𝑆 (5.13)
onde 𝑆 é a fase do fluido, definido como
∑︀
𝑆 𝐶
𝑆 = 1 quando 𝑆 = 1. O índice de cores de cada
partícula não pode mudar através dos cálculos. Nota-se que a definição acima é também válida
para misturas imiscíveis com três ou mais fases de fluidos. Portanto, obtêm-se a integração da
tensão superficial nos problemas tanto para um como para vários fluidos.
Para a partícula 𝑖 de fase 𝑘, um gradiente de índices de cores não desaparece, se existi-
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rem partículas vizinhas da fase 𝑙 (𝑙 ̸= 𝑘), dando assim o gradiente 𝐶 como
⟨︀∇𝐶𝑘𝑙⟩︀
𝑖
=
1
𝑉𝑖
𝑁∑︁
𝑗=1
(︀
𝐶 𝑙𝑖𝑉
2
𝑖 + 𝐶
𝑙
𝑗𝑉
2
𝑗
)︀∇𝑖𝑊𝑖𝑗, 𝑙 ̸= 𝑘 (5.14)
Em que 𝐶 𝑙𝑖 ≡ 0. Por esse motivo os esforços de tensão superficial na interfase de fases entre
𝑘 − 𝑙 são definidas como
Π
(𝑇𝑆)
𝑘𝑙 = 𝛼
𝑘𝑙 1
|∇𝐶𝑘𝑙|
(︂
1
𝑑
I
⃒⃒∇𝐶𝑘𝑙⃒⃒2 −∇𝐶𝑘𝑙∇𝐶𝑘𝑙)︂ , 𝑙 ̸= 𝑘 (5.15)
Onde 𝛼𝑘𝑙 é o coeficiente de tensão superficial entre as fases 𝑘 e 𝑙. Como resultado, o esforço
total na superfície da partícula 𝑖 é igual a
Π
(𝑇𝑆)
𝑖 =
𝑁∑︁
𝑙=1
Π
(𝑇𝑆)
𝑖𝑗 , 𝑙 ̸= 𝑘 (5.16)
Assim, semelhante à formulação do termo de pressão (Eq. 5.8), a aceleração devido a tensão
superficial é dada como
⟨
F(𝑇𝑆)
⟩
𝑖
=
1
𝑚𝑖
𝑁∑︁
𝑗=1
(︁
Π
(𝑇𝑆)
𝑖 V
2
𝑖 + Π
(𝑇𝑆)
𝑗 V
2
𝑗
)︁
· ∇𝑖𝑊𝑖𝑗, (5.17)
Observe que a Eq. 5.17 é conservativa para os casos de momento angular e linear (Hu e
Adams, 2006).
Na Fig. 5.1 apresenta-se dois exemplos implementados empregando a formulação de
tensão superficial para uma e duas fases, onde observa-se como uma gota quadrada se deforma
no passo do tempo em uma forma elíptica pelo efeito da capilaridade entre fluidos imiscíveis.
5.2.4 Smoothed Dissipative Particle Dynamics (SDPD)
Recentemente, o método SPH foi estendido para o método SDPD para problemas
mesoscópicos (Español e Revenga, 2003). Ao contrário do método DPD (Liu e outros, 2007), o
método SDPD permite escolher uma equação de estado e especificar coeficientes de transporte
diretamente. Além disso, flutuações térmicas também podem ser incluídas de um modo
consistente fisicamente, através do aumento natural das magnitudes de flutuação, enquanto a
escala física do problema diminui à escala mesoscópica (Hu e Adams, 2006).
Portanto, dentro da formulação com SDPD (Español e Revenga, 2003) a Eq. 5.8 e a Eq.
5.9, representam a parte dinâmica determinística das partículas. Assim, usando o formalismo
120
Figura 5.1: Implementação de tensão superficial para os cosas de deformação de uma gota
quadrada, para uma e duas fases.
GENERIC (Ottinger e Grmela, 1997; Grmela e Öttinger, 1997), podem ser levadas em conta as
flutuações térmicas ao postular as seguintes expressões para a massa e a flutuação no momento
com a Eq. 5.18 e a Eq. 5.19 respectivamente.
𝑑?˜?𝑖 = 0, (5.18)
𝑑P˜𝑖 =
𝑁∑︁
𝑗=1
𝐵𝑖𝑗𝑑𝑊 𝑖𝑗𝜂𝑖𝑗, (5.19)
Onde 𝑑𝑊 𝑖𝑗 é a parte deviatórica da parte simétrica de uma matriz de incrementos independentes
obtido por um processo de Wiener 𝑊𝑖𝑗 = 𝑊𝑗𝑖 (Espanol; Vázquez-Quesada e outros, 2002;
2009b), ou seja, 𝑑𝑊 𝑖𝑗 =
(︀
𝑑𝑊𝑖𝑗 + 𝑑𝑊
𝑇
𝑖𝑗
)︀
/2− tr [𝑑𝑊𝑖𝑗] I/𝑑. E definindo 𝐵𝑖𝑗 como a Eq. 5.20.
𝐵𝑖𝑗 =
[︂−8𝑘𝐵𝑇𝜇𝑗𝜇𝑖
𝜇𝑗 + 𝜇𝑖
(︀
𝑉 2𝑖 + 𝑉
2
𝑗
)︀ 1
𝑟𝑖𝑗
𝜕𝑊𝑖𝑗
𝜕𝑟𝑖𝑗
]︂1/2
, (5.20)
O 𝑘𝐵 é a constante de Bolztmann e 𝑇 é a temperatura do fluido (Hu e Adams, 2006). Note que
a evolução das equações podem ser escritas para SPH e SDPD na formulação GENERIC como
a Eq. 5.21 e a Eq. 5.22.
𝑑v𝑖 =
⟨
𝑑v(𝑃 )
𝑑𝑡
⟩
𝑑𝑡 + F(𝜈)𝑑𝑡 + F(𝑇𝑆)𝑑𝑡 +
1
𝑚𝑖
𝑑P˜𝑖, (5.21)
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𝑑r𝑖 = v𝑖𝑑𝑡, (5.22)
Onde
⟨
𝑑v(𝑃 )
𝑑𝑡
⟩
, F(𝜈) e F(𝑇𝑆) são obtidas como as já mencionadas Equações 5.8, 5.9 e 5.17
respectivamente, representando a parte conservativa do fluido. No entanto, F(𝜈) é descrita pela
Eq. 5.9, sendo a parte dissipativa na equação de conservação de momento.
5.3 Implementação
A formulação de SPH apresentada é integrada no tempo pelo esquema clássico de
preditor-corretor (Seção 3.5.1) (Gomez-Gesteira e outros, 2010; Monaghan, 1994a). Para a
estabilidade, os passos de tempo são calculados usando a condição CFL, a qual é baseada em
várias relações entre velocidade do som e a velocidade máxima de fluxo, força viscosa e a força
do corpo (Zhu e Fox, 2001; Monaghan, 2005) como se apresenta na Seção 3.5.2. Assim, para os
problemas com condição de tensão superficial com fluidos imiscíveis é necessário acrescentar
para o calculo global do passo do tempo (∆𝑡) como CFL (Adami e outros, 2010) uma condição
baseada na variável 𝛼 como
∆𝑡 ≤ 0,25
(︂
𝜌ℎ3
2𝜋𝛼𝑘𝑙
)︂ 1
2
, (5.23)
Considera-se as condições de contorno periódicas para fluxos confinados, especialmente na
configuração de fluxos Couette e Poiseuille, tópico tratado na Seção 4.5.2.
5.3.1 Algoritmo de Shifting
Embora em SPH variáveis como campos de velocidades e pressão, sejam bem resolvidas,
podem surgir importantes questões de estabilidade no SPH, uma vez que, especialmente
em fluxos violentos (fluidos em presença de escoamento com acelerações repentinas e
alta deformação nos seus domínios), as partículas não conseguem manter uma distribuição
uniforme e geral espaçamento anisotrópico entre partículas. O resultado é a introdução para
certos casos de ruído na velocidade, campo de pressão e a criação de vazios dentro do
escoamento de líquidos (Fourtakas e Rogers, 2016; Monaghan, 1994a). Esses comportamen-
tos ocorrem frequentemente em fluxo multi-fase, onde é um problema reiteradamente abordado.
Uma correção amplamente usada é a aproximação XSPH (Monaghan, 1994a), tratada
nesse trabalho na Seção 3.4.2, onde para multi-fase emprega-se recentemente por Manenti
e outros, 2012 e Ulrich e outros, 2013 com uma suavização adicional aplicada à posição
da partícula através de uma velocidade suavizada. Além disso, Ulrich e outros, 2013 usa a
formulação XSPH para realizar o suavizado da pressão para escoamentos violento. No entanto,
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tais procedimentos de suavização tendem a suavizar as variáveis dinâmicas das partículas,
gerando interfases agudas e descontinuas.
Para contrariar o espaçamento de partículas e as intestabilidades nas variáveis dinâmicas,
para este capitulo usa-se um novo algoritmo de deslocamento (Shifting) de partículas para
evitar as instabilidades que foi proposto por Xu e outros, 2009. O algoritmo Shifting foi
inicialmente criado para SPH incompressível (Xu e outros, 2009; Lind e outros, 2012), mas
pode ser estendido para o modelo SPH quase-compressível usando o formalismo proposto por
Vacondio e outros, 2013. Com o algoritmo Shifting, as partículas são deslocadas para áreas com
menos partículas (ou menor concentração de partículas) permitindo que o domínio mantenha
uma distribuição de partículas uniforme e eliminando quaisquer vazio que possa ocorrer devido
à instabilidades (Mokos e outros, 2016; Crespo e outros, 2015).
Para a formulação do algoritmo de Shifting inicialmente usa-se a primeira lei de difusão
de Fick (Lind e outros, 2012) para controlar a magnitude e direção do deslocamento. A
primeira lei de Fick conecta o fluxo de difusão ao gradiente de concentração como
J = −𝐷𝑓∇𝐶, (5.24)
onde J é o fluxo de difusão,𝐶 a concentração da partícula, e𝐷𝑓 o coeficiente de difusão de Fick.
Assumindo que o fluxo, ou seja o número de partículas que passam através de uma superfície
unitária em tempo de unidade, é proporcional à velocidade das partículas, pode ser encontrada
uma velocidade de deslocamento (ou Shifting) de partículas e subsequentemente uma distância
de deslocamento (ou Shifting) de partículas. Usando a concentração de partículas, a distância
de Shifting de partículas 𝛿r𝑟 é dada por
∇𝐶𝑖 =
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑉𝑗∇𝑖𝑊𝑖𝑗, (5.25)
o coeficiente de proporcionalidade 𝐷 é calculado através de uma função proposta por Skillen
e outros, 2013. Ele foi formulado para ser grande o suficiente para fornecer deslocamento de
partículas eficaz, sem introduzir erros significativos ou instabilidades. Isto é conseguido através
da realização de uma análise de estabilidade de Von Neumann da equação de advecção-difusão
da forma
𝐷 ≤ 1
2
ℎ2
𝛥𝑡𝑚𝑎𝑥
, (5.26)
onde 𝛥𝑡𝑚𝑎𝑥 é o passo de tempo local máximo que é permitido pela condição de CFL para uma
determinada velocidade local e espaçamento de partículas. Como a condição CFL afirma que:
𝛥𝑡𝑚𝑎𝑥 ≤ ℎ‖ v𝑖 ‖ , (5.27)
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Combinando as Equações 5.26 e 5.27 pode-se inferir uma equação para o coeficiente de deslo-
camento 𝐷 como
𝐷 = 𝐴ℎ ‖ v𝑖 ‖, (5.28)
onde 𝐴 é uma constante adimensional que é independente da configuração do problema e
discretização. Valores na faixa de 1 até 6 são propostos, mas para este trabalho usa-se como
padrão 2 (Mokos, 2013; Crespo e outros, 2016).
Na Fig. 5.2 apresenta-se a implementação do algoritmo Shifting para o exemplo de um
fluido confinado em um domínio quadrado de 4 x 4 como uma pequena cavidade imposta de
0,5 x 0,5 (ver Fig. 5.2 (a)), onde observa-se como as partículas deslocam-se para fechar o
espaçamento imposto e o efeito da velocidade de Shifting (ver Fig. 5.2 (b)).
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Figura 5.2: Implementação do algoritmo Shifting, para o exemplo de um fluido confinado em
um domínio quadrado como uma pequena cavidade imposta. (a) Apresenta-se a evolução das
partículas fechando a cavidade; (b) Efeito da velocidade de Shifting (𝑉𝑠ℎ) no deslocamento para
o fechamento de cavidade.
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Na Fig. 5.3 apresentam-se a comparação dos efeitos do algoritmo Shifting para o exemplo de
deformação de uma gota quadrada para duas fases imiscíveis e densidades iguais, que na Seção
5.4.2 se explicara com mais detalhe.
Na Fig. 5.3 mostra-se a evolução da gota pelo efeito da tensão superficial no tempo, nos
instantes 1,3 e 13,0, sendo o tempo para atingir a forma elíptica da gota perto da unidade
(Adami e outros, 2010; Hu e Adams, 2006). Portanto, observa-se para o instante de tempo 1,3
(Fig. 5.3 (a) e (b)), o qual fica perto do tempo de formação da gota elíptica, uma distribuição
entre a interfase dos dois líquidos para os dois casos estável. Porém, quando atinge-se o instante
de 13,0 a implementação com Shifting (Fig. 5.3 (a)) apresenta um comportamento mais estável
entre os líquidos, evitando correntes parasitas, que se acontecem na Fig. 5.3 (b), sendo mais
evidente no campo de forças pela tensão superficial na Fig 5.3.
As correntes parasitas são um problema clássico na implementação de tensão superficial
em SPH (Morris, 2000; ALLAH, 2012) e o algoritmo de Shifting se apresenta como uma
alternativa de aprimoramento (Mokos, 2013; Crespo e outros, 2016; Fourtakas e Rogers, 2016).
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Figura 5.3: Exemplo de deformação de uma gota quadrada para duas fases imiscíveis e densi-
dades iguais. (a) Implementação com o algoritmo Shifting, apresentada na evolução da distri-
buição das partículas pela tensão superficial, e efeito da força de tensão superficial (𝐹 𝑇𝑆) para o
instante de 13,0 (3); (b) Implementação sem o algoritmo Shifting, evolução das partículas pela
tensão superficial, e efeito da 𝐹 𝑇𝑆 para o instante de 13,0.
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5.3.2 Condições de fronteira de parede rígida
A Condições de fronteira de parede rígida é novamente abordada para o caso de multi-
fase, onde aprimora-se o proposto na Seção 3.6 com a implementação da condição de parede
usando partículas dinâmicas para o caso proposto por Adami e outros, 2012, que é conhecido
como partículas falsas ou Dummy. Como foi tratado na condição de partículas dinâmicas, está
acontece quando uma partícula fluida (Real) com seu suporte do Kernel sobrepõe a superfície
da parede, interagindo com as partículas Virtuias que estão dentro do corpo sólido.
A principal vantagem das partículas simuladas com a proposta de partículas Dummy (Adami
e outros, 2012) em comparação com outros métodos é a simplicidade quando se utilizam
geometrias complexas e fluidos multi-fase, fazendo que a fronteira fique bem estabelecida na
simulação uma vez que as partículas foram inicializadas. Por exemplo, em comparação com a
aproximação mais acurada de Morris e outros, 1997 o método de partículas Dummy (Adami
e outros, 2012) não requer informações explícitas sobre a geometria da fronteira e, como o
cálculo das velocidades na parede pode ser restrito a interfase das partículas fluidas e Dummy,
o aumento no processamento computacional é insignificante (Adami e outros, 2013; Adami
e outros, 2012).
Como as equações governantes para a evolução do escoamento se aplicam apenas à fase
volumétrica, todas as propriedades das partículas podem ser manipuladas para imitar uma fase
fluida contínua para partículas próximas ao fronteira. Consequentemente, as paredes rígidas
representadas por partículas de Dummy devem contribuem para a continuidade e evolução do
momento na fase fluida (Adami e outros, 2012).
Para a equação de continuidade de densidade na Eq. 5.7, o volume inicial da partícula é
usado para as partículas de parede e v𝑗 é ajustado para a velocidade da parede preestabelecida.
Desse modo, a densidade de uma partícula fluida aumenta quando se desloca em direção à
parede e a força de pressão resultante impede que as partículas penetrem nas paredes. Assim, a
condição de impermeabilidade das paredes rígidas ( v · n = 0) é implicitamente aplicada.
Usando a metodologia proposta por Adami e outros, 2012, uma condição de fronteira
deslizante (free-slip) ou não deslizante (no-slip) em uma parede pode ser imposta pela escolha
da velocidade na parede usada para a interação viscosa na Eq. 5.9. Para uma condição free-slip
simplesmente se omite a interação viscosa das partículas fluidas entre as partículas Dummy na
parede rígida. Porém, para implementar a condição de no-slip, primeiro extrapola-se o campo
de velocidade suavizada da fase fluida para as posições de partículas Dummy como
v˜𝑖 =
∑︀𝑁
𝑗=1 v𝑗𝑊𝑖𝑗∑︀𝑁
𝑗=1𝑊𝑖𝑗
, (5.29)
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Assim, a velocidade
v˜𝐷 = v𝑖 − v˜𝑖, (5.30)
Define a velocidade da partícula Dummy (v˜𝐷) na Eq. 5.9. As simulações de validação para os
fluxos de Poiseuille e Couette apresentadas embaixo na Seção 5.4.4, mostrando-se como uma
implementação da condição de no-slip nas paredes de forma satisfatória.
Além disso, para cumprir a Eq. 5.8, a pressão das partículas na parede devem ser calcu-
ladas a partir do fluido adjacente de maneira precisa por médio do gradiente de pressão.
Portanto, usando o balanço de força na interfase entre fluido e parede, Adami e outros, 2012
propõe a pressão nas partículas Dummy como
𝑃𝐷 =
∑︀𝑁
𝑓=1 𝑃𝑓𝑊𝐷𝑓 + (g− a𝐷) ·
∑︀𝑁
𝑓=1 𝜌𝑓r𝐷𝑓𝑊𝐷𝑓
𝑊𝐷𝑓
, (5.31)
Onde o índice 𝑓 refere às partículas fluidas, o índice 𝐷 indica às partículas Dummy da parede
e r𝐷𝑓 = r𝐷 − r𝑓 . O cálculo da aceleração da partícula Dummy (a𝐷) devido ao gradiente de
pressão usa-se a Eq. 5.8 para a interfase Dummy-fluido.
Como as partículas na fronteira rígida não evoluem no tempo para suas variáveis dinâ-
micas, a densidade é obtida da pressão 𝑃𝐷 como
𝜌𝐷 = 𝜌0,𝑓
[︃
𝑃𝐷
(︃
𝛾
𝑐2𝑓𝜌0,𝑓
)︃
+ 1
]︃ 1
𝛾
. (5.32)
Para estabelecer o domínio entre as partículas Dummy, o espaçamento inicial (∆𝑥) debe ser a
mesma que para as partículas fluídicas e sua espessura não deve ser menor três vezes o espaça-
mento inicial entre partículas (3∆𝑥).
5.4 Validação
Pretende-se validar as implementações para micro-fluídica em fluidos imiscíveis escoando
em micro-cavidades, focados principalmente em casos com fluxo periódico com condições de
fluxo de Poiseuille e Couette. Assim como a modelagem dos efeitos da tensão superficial para os
fenômenos como molhabilidade e capilaridade em fluidos bi-fásicos (líquido-líquido) e líquido-
estrutura.
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5.4.1 Deformação de uma gota quadrada para uma fase
O exemplo de deformação de uma gota quadrada para uma fase implementado para o
simulador deste trabalho consiste de um quadrado com tensão superficial em imposta para uma
condição de superfície livre, como um domínio inicial de 7,5· 10−3 x 7,5· 10−3 𝑚 (ver Fig.
5.4), densidade (𝜌) de 1000 𝑘𝑔/𝑚3, viscosidade (𝜇) de 1 × 10−2𝑃𝑎 · 𝑠 e coeficiente de tensão
superficial (𝛼) igual a 1 𝑃𝑎.
7,5 mm
7,5 mm
Figura 5.4: Condições iniciais do exemplo de Deformação de uma gota quadrada para uma
fase, para um quadrado de 7,5· 10−3 x 7,5· 10−3 𝑚.
Na Fig. 5.5 apresenta a evolução no tempo da deformação da gota quadrada. Assim, mostra-se
a deformação da gota até atingir um estado estável, onde se forma uma gota elíptica. Os
resultados obtidos na evolução da gota no tempo são definidos dentro dos parâmetros esperados
e podem ser comparados com resultados de simulações semelhantes (Aly e outros, 2013;
Sigalotti e López, 2008; Meleán e outros, 2004; Sigalotti e outros, 2003).
Portanto, os resultados são satisfatórios para a implementação de tensão superficial e a
reformulação baseada no S-Phase apresentados na secção 5.2, para os casos com superfície
livre.
t= 1x10-3 t= 1x10-2 t= 7,5x10
-2
t= 13x10-2
Figura 5.5: Evolução no passo do tempo (t) do exemplo de deformação de uma gota quadrada.
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5.4.2 Deformação de uma gota quadrada para duas fases
O exemplo de deformação de uma gota quadrada para duas fases com líquidos imiscíveis
e de densidades semelhantes é composto para dois exemplos. O primeiro consiste de um
quadrado externo de 1· 10−3 x 1· 10−3 𝑚 e um interno de 0,5· 10−3 x 0,5· 10−3 𝑚 com quatro
fronteiras de parede rígida ao redor e (ver Fig. 5.6 (a)) com condição de free-slip. A deformação
acontece pela ação da tensão superficial entre os líquidos e a fronteira. Apresenta 𝜌 = 1000
𝑘𝑔/𝑚3, 𝜇 = 1× 10−2𝑃𝑎 · 𝑠 e 𝛼 = 1 𝑃𝑎.
Na Fig. 5.7 observa-se a evolução da gota quadrada pela tensão superficial. Apresenta-se
a deformação da gota até atingir uma forma elíptica para os dois fluidos imiscíveis, resultado
esperado para as condições propostas e que se podem considerar de estabilidade (Morris, 2000;
Monaghan e Kocharyan, 1995; Monaghan e Rafiee, 2013).
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Figura 5.6: Condições iniciais dos exemplos de deformação de uma gota quadrada para duas
fases. (a) Para um quadrado externo de 1· 10−3 x 1· 10−3 𝑚 e um interno de 0,5· 10−3 x 0,5· 10−3
𝑚; (b) Para um quadrado externo de 4 x 4 e um interno de 2 x 2.
O segundo caso, com condição inicial apresentada na Fig. 5.6 (b) para um fluido confinado
em um domínio de 4 x 4 e uma gota interna de 2 x 2. Propriedades para a gota e o fluido de
𝜌 = 1, 𝜇 = 2x10−1 e 𝛼 = 1. A condição de parede rígida é no-slip e sem condição de tensão
superficial estrutura-fluido.
Na Fig. 5.8 apresenta-se a evolução da gota quadrada pela tensão superficial líquido-líquido,
onde a deformação da gota acontece até atingir uma forma elíptica, aproximadamente no
instante de tempo de 1, apresentando a condição de imiscibilidade. O fluido ao redor da gota
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t= 1x10-3 t= 1x10-2 t= 7,5x10
-2
Figura 5.7: Evolução no passo do tempo do exemplo de deformação de uma gota quadrada para
duas fases, para tensão superficial de duas gotas, líquido-líquido com condição de parede rígida
de free-slip.
que interage com a parede, apresenta um comportamento adequado, inclusive tempo após
da estabilidade das duas fases (ver Fig. 5.8 no instante 49,22). Além disso, a iteração entre
fluidos não apresenta correntes parasitas grossas como é habitual neste tipo de implementações
(Morris, 2000; Adami e outros, 2012).
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Figura 5.8: Evolução no passo do tempo do exemplo de deformação de uma gota quadrada para
duas fases, para tensão superficial de duas gotas, líquido-líquido com condição de parede rígida
de no-slip.
Na Fig. 5.9 apresenta-se a evolução da energia cinética (𝐸𝑘) da gota interna no passo do tempo,
como a interação líquido-líquido imiscível na formação da gota usando a tensão superficial. A
𝐸𝑘 começa no problema com alta geração, do ordem de 10−2, até diminuir e manter-se em uma
𝐸𝑘 do ordem de magnitude de 10−6 (Fig. 5.9) e se mantém ao longo do tempo, a qual pode-se
considerar um estado de estabilidade para este tipo de problema (Hu e Adams, 2006; Adami
e outros, 2010).
Como se apresenta na Fig. 5.10 a estabilidade e diminuição da 𝐸𝑘 começa com a formação
elíptica da gota interna pela interação com a tensão superficial com fluido ao redor. Onde a
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Figura 5.9: Evolução temporal da energia cinética da gota interna, pela interação tensão super-
ficial do fluido ao redor.
estabilização é evidente com a relação da conformação da gota elíptica quase circular (Fig.
5.10) e a redução da 𝐸𝑘 (Hu e Adams, 2006; Adami e outros, 2010).
(1) (2) (3)
(1) (2) (3)
Figura 5.10: Evolução temporal da energia cinética (𝐸𝑘) da gota interna, no problema de defor-
mação de uma gota quadrada para duas fases, mostrando a deformação da gota quadrada para
diferentes instantes de tempo em comparação com a 𝐸𝑘.
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5.4.3 Deformação de uma gota liquida em suspensão
Considera-se o problema da deformação de uma gota de líquido em suspensão, sobre a
ação da força de capilaridade, para alcançar um estado de estabilidade entre duas fases. Con-
forme com a teoria de Young-Laplace (Berthier e Silberzan, 2006), no equilíbrio, a distribuição
entre fases e suas interfases se encontram no ponto especifico onde ângulos entre eles satisfazem
𝛼1𝑊 = 𝛼12 cos 𝜃 + 𝛼2𝑊 (5.33)
Onde 𝜃 é o ângulo de contacto. O simulador proposto nesse trabalho é comparado com a
solução analítica. O domínio de calculo é−1 < 𝑥 < 1 e 0 < 𝑦 < 1. O fluido 2 está configurado
para ocupar o domínio −0.5 < 𝑥 < 0.5 e 0 < 𝑦 < 0.3, e fluido 1 ocupar todo o domínio de
calculo restante, enquanto o limite inferior é uma parede sólida (𝑊 ). Se 𝛼12 = 𝛼1𝑊 = 𝛼2𝑊 = 1
o ângulo de contacto medido 𝜃 é perto de 90°(ver Fig. 5.11), e se 𝛼12 = 𝛼1𝑊 = 1 e 𝛼2𝑊 = 0.5
o ânigulo de contacto medido diminui para 60°(ver Fig. 5.12). As figuras mostram que os
resultados estão em perfeita concordância com as soluções analíticas da Eq. 5.33.
5.4.4 Fluxos de Poiseuille e Couette
Para validar o modelo de viscosidade descrito na Seção 5.1.1, usa-se o fluxo de Poiseuille
e Couette (see Fig. 5.13). Considera-se um escoamento entre duas paredes 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝐿. Os flu-
xows estavam inicialmente em repouso e de repente foram atingidos por uma força 𝐹 constante
em todo o corpo, paralela ao eixo 𝑥 no fluxo de Poiseuille (ver Fig. 5.13 (a)), e por uma velo-
cidade cisalhante (𝑉𝑠) constante na parede superior na direção do eixo 𝑥 no fluxo de Couette
(ver Fig. 5.13 (b)). As condições de fronteiras periódicas foram aplicadas na direção do fluxo.
Uma série de simulações foram realizadas com partículas de 50x20 (inicialmente as partículas
estavam em uma configuração de grade). A velocidade foi perfilada ao longo da largura do canal
e comparada com as soluções da série analítica em ambos os problemas (Morris e outros, 1997).
Os parâmetros de fluxo de Poiseuille são 𝐹 = 0,1, 𝐿 = 1, 𝜌 = 1, e duas viscosidades,
𝜇 = 0.05 para o caso da Fig. 5.14 (a) e 𝜇 = 0,15 para o problema na Fig. 5.14 (b), o que
dá uma velocidade máxima no estado estacionário igual 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 𝐹𝐿2/8𝜇. O numero de
Reynolds é 𝑅𝑒 = 𝐿𝑉𝑚𝑎𝑥/𝜇 para valores de 𝑅𝑒 de 0,05 e 0,5 (típicos 𝑅𝑒 para o escoamento
micro-fluídico). Nas Figuras 5.14 presenta-se a comparações entre os perfis de velocidade para
fluxo de Poiseuille obtidos utilizando SPH e as soluções em série (Morris e outros, 1997). Os
resultados estão de novo em boa concordância, a precisão geral é medida usando um erro de
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Figura 5.11: Deformação de gota, quando o ângulo de Contacta é 90°. (a) Estado estacionário.
(b) Evolução na interação de líquido-líquido e parede.
norma L1 (Litvinov e outros, 2010), com média de erro de cerca de 2.4% para a evolução no
tempo.
Os parâmetros escolhidos para fluxo de Couette são 𝜇 = 0,05, 𝐿 = 1, 𝜌 = 1, e duas 𝑉𝑠, para
a configuração da Fig. 5.15 (a) 𝑉𝑠 = 0,0025 e para a Fig. 5.15 (b) 𝑉𝑠 = 0,0025. O numero
de Reynolds é 𝑅𝑒 = 𝐿𝑉𝑠/𝜇, (para valores de 𝑅𝑒 de 0,05 e 0,5 (típicos 𝑅𝑒 para o escoamento
micro-fluídico). Na Figura 5.15 apresenta-se a comparações entre os perfis de velocidade para
fluxo de Couette conseguidos usando SPH e as soluções em série (Morris e outros, 1997). Os
resultados estão em boa concordância, Com o erro da norma L1 em média de cerca de 2.6%
para a evolução no tempo.
5.4.5 O exemplo de deformação de gota em um fluxo de cisalhamento
A deformação da gota em problemas de fluxo de cisalhamento em um fluxo de Couette
com velocidades na parede superior e inferior igual 𝑉𝑠−𝑡 = 1 e 𝑉𝑠−𝑏 = −1, respectivamente.
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Figura 5.12: Deformação de gota, quando o ângulo de Contacta é 60°. ((a) Estado estacionário.
(b) Evolução na interação de líquido-líquido e parede.
Figura 5.13: Configuração inicial do problema:(a) configuração fluxo de Poiseuille. (b) confi-
guração fluxo de Couette.
Foi utilizada para validar o comportamento entre duas fases, na condição de campo de esco-
amento (Hu e Adams, 2007; Adami e outros, 2010; Hu e Adams, 2006). Considerou-se uma
gota circular em um fluxo de corte com a mesma taxa de densidade. O raio da gota é de 𝑅 = 1
e localiza-se no meio do canal. O tamanho do domínio foi 8𝑅 x 8𝑅 e a condição de fronteira
periódica encontra-se ao longo do eixo 𝑥. O cálculo foi realizado em partículas de 84 x 84.
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(a)
(b)
Figura 5.14: Comparação de SPH e soluções em série (S) para fluxo de Poiseuille em diferentes
instantes de tempo (t) (Morris e outros, 1997). Para as configurações com: (a) 𝑅𝑒 = 5× 10−2;
(b) 𝑅𝑒 = 5× 10−1
Os fluidos foram definidos para ter um 𝑅𝑒 = 𝐿𝑉𝑠/𝜇 = 0.5. A gota no fluxo de cisalhamento
foi deformada até atingir o equilíbrio entre a tensão superficial e as tensões viscosas (Hu e
Adams, 2006; Das e K., 2011). Ambas forças podem ser expressas pelo número capilaridade
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(a)
(b)
Figura 5.15: Comparação de SPH e soluções em série (S) para fluxo de Couette em diferentes
instantes de tempo (t) (Morris e outros, 1997). Para as configurações com: (a) 𝑅𝑒 = 5× 10−2;
(b) 𝑅𝑒 = 5× 10−1
(𝐶𝑎) definido as
𝐶𝑎 = 𝑉𝑚𝑎𝑥
𝜇
𝛼
=
2𝑉𝑠𝑅
𝐿𝑦
𝜇
𝛼
(5.34)
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O estado de deformação em estado estacionário da gota foi medida por um parâmetro de defor-
mação igual a
𝐷 =
(𝐿−𝐵)
(𝐿 + 𝐵)
(5.35)
Onde 𝐿 e 𝐵 são respectivamente o comprimento e a largura meia da gota. O parâmetro de
deformação (𝐷) pode ser comparado com o modelo fenomenológico de Taylor, 1934, que foi
validado para condições de 𝐶𝑎 baixo. Para fluidos com viscosidade semelhante, 𝐷 é dado por
𝐷 = 𝐶𝑎
(︂
35
32
)︂
(5.36)
Na Fig. 5.16 (a) apresenta-se uma comparação entre os resultados teóricos (Taylor, 1934) e
SPH para vários números 𝐶𝑎. Os resultados neste trabalho estão em conformidade com o 𝐷
empírico. A Fig. 5.16 (b) mostra o estado de equiçobrio final para 𝐶𝑎 = 0.05, 𝐶𝑎 = 0.1,
𝐶𝑎 = 0.15 e 𝐶𝑎 = 0.2. Observa-se que a deformação da gota, tem uma forma elipsoidal
no eixo principal em aproximadamente 45°para a direção 𝑥. Esta distribuição de partículas
concorda com resultados semelhantes a outros trabalhos com SPH (Hu e Adams, 2007; Adami
e outros, 2010; Hu e Adams, 2006).
Na Fi. 5.17 mostra-se a comparação entre o regime estável com 𝐶𝑎 = 0.25 (see Fig.
Figura 5.16: Problema de deformação de gota em um fluxo de cisalhamento. (a) parâmetro de
deformação 𝐷 sobre o número de capilaridade 𝐶𝑎. (b) Deformação das partículas da gota para
𝐶𝑎 = 0.05, 𝐶𝑎 = 0.1, 𝐶𝑎 = 0.15 and 𝐶𝑎 = 0.2.
5.17 (a)) e a gota deformada não regime não linear com 𝐶𝑎 = 1.0 (ver 5.17 (b)), na presença
do campo de velocidade para um caso de fluxo de Couette. A Figura 5.17 (b) apresenta o
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estado estacionário para os resultados com 𝐶𝑎 = 1.0, que deforma inicialmente a gota e é
dividida após ser estirada para formar duas gotas. Conforme é enfatizado nos trabalhos de
Adami e outros, 2010 e Hu e Adams, 2007 em números de capilaridade elevada, foi obtida a
assim chamada em forma de dumbbell (Haltere), e ocorreu um processo de desintegração mais
complexo em relação a casos como o estado estacionário na Fig. 5.17 (a) para 𝐶𝑎 = 0.25. Estes
resultados mostram bom desempenho para SPH sobre diferentes propriedades de líquidos.
Figura 5.17: A deformação da gota no problema de fluxo de cisalhamento apresentando o campo
de velocidade. (a) Deformação das partículas da gota para 𝐶𝑎 = 0.25. (b) Deformação das
partículas da gota para 𝐶𝑎 = 1.0.
5.4.6 Fluxo mesoscópico de Poiseuille e Couette para duas fases
Um micro-canal para fluxo bifásico com características de água-óleo (relação de densi-
dade próxima de um) foi implementado para um domínio de óleo quadrado (ver Fig. 5.18 (a)) e
para um domínio de óleo quadrado (ver Fig. 5.18 (b)). Usa-se os condições de fuxo de Couette
e de Poiseuille semelhantes as implementadas nas Seções 5.4.4 e 5.4.5, onde 𝐿 = 1 mm,
𝑉 𝑠 = 1.25x10−5 m/s, 𝐹 = 10−4 N/m, para 𝑅𝑒 = 1.25x10−2 e 𝐶𝑎 = 0.5. As figuras 5.19 e 5.20
mostram a evolução temporal do escoamento bifásico para as condições de fluxo de Poiseuille
(Fig. 5.19 (a) e Fig. 5.20 (a)) e de Couette (Fig. 5.19 (b) e Fig. 5.20 (b)). A deformação das
fases no fluxo são também observadas.
Para o domínio circular na Fig. 5.19, o fluido atinge uma forma estável, particularmente no caso
Couette (Fig. 5.19 (b)). Para os casos com domínio quadrado (Fig. 5.20) o estado estacionário
não é atingido, mas o escoamento esperado é alcançado para um fluido entre duas paredes com
condição de no-slip. 0 escoamento tipo Slug é gerado (Cheng e outros, 2008) para a condição
de Poiseuille (Fig. 5.20 (a)) e a Fig. 5.20 (b) mostra a formação de algumas gotas em um
regime de mistura em emulsão entre fluidos imiscíveis para a condição de Couette.
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Figura 5.18: Condições iniciais do exemplo de fluxo bifásico com 𝐿 = 1 mm. (a) Domínio de
óleo quadrado no micro-canal; (b) Domínio de óleo circular no micro-canal.
Figura 5.19: Evolução no tempo do fluxo bifásico com domínio circular do óleo no micro-canal
para as condições de: (a) fluxo de Poiseuille; (b) fluxo de Couette.
Na Fig. 5.21 exibe-se a evolução temporal da gota com um domínio inicialmente circular.
A deformação no tempo é apresentada para o fluxo de Poiseuille na Fig. 5.21 (a), onde a
tendência de estabilidade pode ser observada. Portanto, no caso da Fig. 5.21 (b), o passo de
tempo na distribuição de gotas para a condição Couette é mostrado. O estado de estabilidade
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Figura 5.20: Evolução no tempo do fluxo bifásico com domínio quadrado do óleo no micro-
canal para as condições de: (a) fluxo de Poiseuille; (b) fluxo de Couette.
foi alcançado usando a Eq. 5.35 para 𝐷 = 0,583, tendo em conta que o resultado teórico é
𝐷 = 0,547 (Eq. 5.36), Ambos os resultados foram suficientemente próximos uns dos outros, o
que indica uma boa abordagem.
Figura 5.21: Evolução no tempo da deformação da gota de óleo inicialmente circular, para as
condições de: (a) fluxo de Poiseuille; (b) fluxo de Couette
Na Fig. 5.22 apresenta-se a evolução da deformação da gota de óleo ao longo do tempo dentro
do campo de velocidade gerado na água. A Fig. 5.22 (a) mostra como a tensão superficial
líquido-líquido afeta o campo de velocidade para uma aproximação em condições de fluxo
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de Poiseuille. Enquanto isso, a Fig. 5.22 (b) mostra a deformação tipo slug da gota de óleo
em um micro-canal, formando uma emulsão com duas gotas em um estado quase estável. O
parâmetro de deformação foi dado por 𝐷 = 0.575, que é muito próximo do resultado teórico
para 𝐶𝑎 = 0.5. Assim, a 5.22 observa-se uma vantagem dos métodos de partículas quando
são comparados com os métodos de malha na simulação de fenômenos multi-fase. Quando
uma gota foi quebrada em gotas menores, as novas formas de interfases foram obtidas sem
algoritmos numéricos especiais (Adami e outros, 2010).
5.4.7 Fluxo de Poiseuille para dois fluidos imiscíveis
Para validar o termo de viscosidade na Eq. 5.9, utilizamos o fluxo de Poiseuille para dois
fluidos imiscíveis (ver Fig. 5.23). Considera-se um fluxo viscoso laminar em um micro-canal
plano de comprimento 𝐿 = 2,0 mm e altura 0,42 mm. A interfase entre fluidos ao longo do
comprimento do canal e com uma altura no fluido inferior de 0,2 mm, como observa-se na Fig.
5.23. O fluxo é movido por uma força de corpo paralela ao eixo do canal (direção 𝑥) igual
a 1 𝑚/𝑠2. O fluido inferior apresenta 𝜇 = 2x10−3 𝑃𝑎 · 𝑠 e 𝜌 = 1000 𝑘𝑔/𝑚3 enquanto que
a parte superior do fluido com 𝜇 = 5,0x10−4 𝑃𝑎 · 𝑠 e 𝜌 = 500 𝑘𝑔/𝑚3. Assim, com umas
relações para a viscosidades dinâmicas de 1/4 e para a densidade de 1/2. Para alcançar um
perfil de velocidade estacionário sem aumentar muito o comprimento do canal, consideramos
um domínio periódico. Assim, para a comparação e validação usa-se a solução analítica para o
perfil de velocidade no estado estacionário proposta por Grenier e outros, 2013.
Na Fig. 5.24 mostra-se a representação das partículas das duas fases, e a velocidade na direção 𝑥.
A componente transversal da velocidade é insignificante; Portanto, a forma da interfase entre os
fluidos é mantida quase tão linear quanto a condição inicial. Uma vez que, a velocidade é quase
uniforme na direção de escoamento, na seção transversal a partir da qual o perfil de velocidade
não afeta os resultados (ver Fig. 5.24), o que coincide com resultados semelhante para este tipo
de problema (Shakibaeinia e Jin, 2012; Grenier e outros, 2013; Cao e outros, 2004).
Na Fig. 5.25 o perfil de velocidade é comparado em diferentes instantes de tempo com a solução
analítica no estado permanente. Os resultados são traçados a partir de uma reta na direção
𝑦 que passa no centro do canal. Pode-se verificar que os resultados do SPH mostram uma
boa concordância com a solução analítica, embora seja evidente que próximo da velocidade
máxima, a simulação ultrapassa a solução teórica. Portanto, o modelo tem razoável precisão.
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Figura 5.22: Evolução da deformação da gota de óleo inicialmente quadrada ao longo do tempo
dentro do campo de velocidade gerado na água. (a) fluxo de Poiseuille; (b) fluxo de Couette
5.4.8 Micro-dispositivo em cruz com três entradas
Apresenta-se a simulação do dispositivo em cruz com três entradas (1,2 y 3), uma saída
(4) e com dois fluidos diferentes e imiscíveis (ver Fig. 5.26 (a)). O objetivo deste dispositivo é
permitir a injeção de uma camada de interfase entre o líquido que corre no centro do canal e
os outros dois que correm à margem, permitindo diversas configurações de injeção. Portanto,
a saída seletiva permite que a combinação de fluxos ou partículas injetadas sejam separadas na
saída.
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Figura 5.23: Condições iniciais do exemplo de fluxo de Poiseuille para dois fluidos imiscíveis
em um comprimento de 2 mm.
0,0 3,5 7,0 10,5 14,0
Vx (10
-3)
Figura 5.24: Solução do fluxo de Poiseuille para dois fluidos imiscíveis para uma relação das
viscosidades dinâmicas de 1/4, mostra-se o campo de velocidades na direção 𝑥 nas particulas,
no instante de tempo de 0,034
Figura 5.25: Comparação do perfil de velocidade com SPH em diferentes instantes de tempo e
a solução teórica no estado permanente.
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A litografia macia foi usada para construção do dispositivo de vidro com PDMS (polidi-
metilsiloxano). O molde, que dá forma aos canais, foi construído utilizando um substrato de
silício de 3” de diâmetro fotolitogravado com SU-8 na espessura de 50m por escrita direta
laser (Direct laser writing). O equipamento utilizado neste processo foi uma PG101 Heidelberg
pertencente ao Laboratório multiusuário do Instituto de Física da Unicamp (Lamult- IFGW).
O microdispositivo gerado tem canais de largura de 300𝜇𝑚 com profundidade de 50𝜇𝑚
(Fig. 5.26 (b)). Um setup experimental, contando com bombas de seringa e microscopia
ótica foi montado para observação do comportamento dinâmico dos líquidos. Desse modo, o
objetivo deste trabalho é comparar as etapas iniciais do dispositivo em cruz na formação de
gota, e comparação qualitativa da simulação e o resultado experimental. O dispositivo tem três
Figura 5.26: (a) Disposição inicial da simulação do dispositivo em Cruz. (b) Configuração de
dimensões do dispositivo em Cruz.
entradas e uma saída como observa-se na Fig. 3.16 (a): Os fluidos de entrada nos canais (2 e
3) são iguais, no entanto o fluido do centro (1) é diferente e imiscível com os fluidos 2 e 3. Os
fluidos escoam em função da relação 𝑓1 = 10𝑓2 = 10𝑓3. Na Fig. 5.27 observa-se o resultado
da simulação e da experimentação do dispositivo em cruz em dois diferentes momentos.
Mostrando o comportamento na interação entre dois fluidos.
A comparação entre o caso experimental e a simulação SPH apresentam comportamento
qualitativamente semelhante (ver 5.27) o que é um bom resultado. Assim, a configuração
implementada neste trabalho mostra indícios para se tornar um ferramenta nova na simulação
de micro-fluidos e microdispositivos.
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Figura 5.27: Comparação qualitativa da simulação e resultado experimental para dois diferentes
momentos de interação entre os fluidos entrando pelo centro e pelas bordas.
5.4.9 Microcanal com garganta e com obstáculo circular
Nessa seção apresenta-se a maneira de caso de estudo a implementação nos casos de
micro-canal com garganta em duas fases (Fig. 5.28) e Microcanal com obstáculo circular
(Fig. 5.29), problemas que são encontrados em diversas aplicações em microdispositivos
e escoamento em materiais porosos (Tartakovsky e Panchenko, 2016; Zhu e Fox, 2001;
Tartakovsky e outros, 2007).
Na Fig. 5.28, apresenta-se o escoamento da gota de óleo na água (Fig. 5.28 (a)) e o
perfil das grandezas das velocidades (Fig. 5.28 (b)) com resultados promissores na distribuição
das partículas e no campo de velocidades. A Fig. 5.29 apresenta o escoamento do fluido e a
interação com um obstáculo circular como observa-se na Fig. 5.29. Apresenta-se também o
perfil de velocidades obtidas e as linhas de fluxo. Assim, tanto o perfil de velocidades como a
distribuição de partículas deslocando-se apresentam resultados SPH mostra boas perspectivas
para a implementação em sistemas mais complexos de microdispositivos e sistemas com
micro-porosidades.
5.5 Conclusões preliminares
∘ Apresentou-se a aproximação para SPH usando a formulação S-Phase para as equações
de conservação. Assim, foi proposto e utilizado um nova implementação para resolução
de descontinuidades na interfase, de uma maneira que as fases são mantidas de forma
natural nas equações de conservativas de momento e massa.
∘ No simulador SPH implementado nesse trabalho, a abordagem CSF foi utilizada para
modelagem de tensão superficial, capilaridade e micro-fluidos bifásicos.
∘ Implementou-se uma aproximação que integra o comportamento do estado mesoscópico
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Figura 5.28: Avanço da gota de óleo na água no microcanal com garganta: (a) Distribuição de
partículas; (b) Perfil da grandeza das velocidades das partículas.
(usando o método SDPD) com as flutuação térmica (usando a metodologia GENERIC) e
tensão superficial (empregando CSF). Os resultados foram validados para problemas de
escoamento mesoscópico em micro-canais.
∘ Além disso, este estudo apresenta um simulador utilizando o SPH como uma alternativa
em modelagem de emulsificação em micro-canais.
∘ O simulador foi validado com modelos analíticos de problemas clássicos da literatura
como fluxo de Couette e fluxos de Poiseuille.
∘ Os casos de fluidos bifásicos como a deformação de gotas no fluxo de cisalhamento, a
deformação dos fluxos bifásicos em microcanais e dispositivos cruz, mostram boa con-
cordância qualitativa com os resultados experimentais.
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Figura 5.29: Perfil da grandeza das velocidades das partículas para o caso de Microcanal com
obstáculo circular.
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6 Implementação de SPH em micro-fluidíca com multi-fase, para
diferentes relações de densidade
O escoamento multifásicos desempenham um papel significativo em numerosas
aplicações envolvidas em microdispositivos para mistura,separação e seleção (Ushikubo e ou-
tros, 2014; Eijkel e van den Berg, 2005). As interfases multifásicas em fluidos frequentemente
são instáveis quando existem relações de densidade elevadas no escoamento com gotículas
ou emulsões. Além disso, a presença de instabilidades nas interfases pode geral durante o
escoamento dos fluidos a evolução de quebras e recombinações entre fases. Portanto, os fluxos
multi-fase são complexos e difíceis de serem previstos (van Sint Annaland e outros, 2005).
Uma alternativa frequente para a simulação de escoamento para duas ou mais fases são
as equações de Navier-Stokes em um formalismo lagrangiana (Monaghan e Kocharyan, 1995;
Tong e Browne, 2014; Shakibaeinia e Jin, 2012) usando o método SPH. Devido às instabilida-
des nos termos inercial na descrição da conservação do momento, e às condições de contorno
nas interfases líquido-líquido e líquido-líquido-estrutura Zhang e outros, 2015; Tartakovsky e
Panchenko, 2016). Como trata-se no Cap. 5, para fluidos imiscíveis e com relação de densidade
semelhante. O método SPH parece bem adaptado para manipular geometrias complexas, fluxos
multi-fase com interfases e fluxos de superfície livre, onde se tornou em um dos métodos
de referência (Adami e outros, 2010; Shadloo e outros, 2013). Contudo, utilizar SPH para
fluxos multifásicos com relações de alta densidade é recente, e ainda precisa de validações
adequadas (Szewc e outros, 2013; Tartakovsky e Panchenko, 2016; Monaghan e Rafiee, 2013),
especialmente nos casos com tensão superficial e a influência da forças no corpo como a
gravidade (Das e Das, 2009a; Das e Das, 2009b).
O Capitulo 6 é a continuação do trabalho com multi-fluidos imiscíveis em micro-canais
apresentado no Cap. 5 mas com o adicional de relação de densidades e na presença de forças
externas no corpo como a gravidade. No Capitulo 6 mostra-se a implementação do simulador
SPH nos problemas de micro-fluidíca em multi-fase, para uma taxa de densidade de até
10 vezes. Para a formulação mostra-se de deforma mais detalhada a formulação de mistura
S-Phase (Adami e outros, 2012; Adami e outros, 2013; Hu e outros, 2008). E Apresenta-se a
implementação do termo de controle de nitidez entre interfases de fluidos, para a estabilidade
na integração temporal de SPH (Grenier e outros, 2009; Grenier e outros, 2013; Monaghan
e Rafiee, 2013). Para a validação e comparação, problemas com escoamento na formação de
gotícula em emulsão para vários casos é apresentada, comparando-se com resultados de outras
simulações e soluções analíticas. Além disso, estuda-se com grande interesse o problema de
instabilidade Rayleigh–Taylor para diferentes taxas de densidade e a sua relação com a tensão
superficial (Shadloo e outros, 2013; Dalziel, 2001; Shakibaeinia e Jin, 2012).
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6.1 Formulação de mistura de S-Phase
Existem várias variantes de SPH publicadas propostas para simular fluxos multifásicos
com relações de densidade elevada e relações viscosas bastantes publicadas (Coninck, 2016;
Grenier e outros, 2009; Hu e Adams, 2007; Monaghan e Rafiee, 2013; Tartakovsky e Pan-
chenko, 2016).
O modelo SPH proposto por (Hu e Adams, 2006) é aplicado neste trabalho, como descreve-se
a implementação para as equações de Navier-Stokes (Seção 5.2). Assim, segundo (Hu e
Adams, 2006), a função de suavizado para a partícula 𝑖 é dada por
𝜒𝑖 (x𝑖𝑗) =
𝑊𝑖𝑗∑︀𝑁
𝑗=1𝑊𝑖𝑗
=
𝑊𝑖𝑗
𝛼 (x𝑖𝑗)
(6.1)
Onde x𝑖𝑗 = x𝑖 − x𝑗 é a posição relativa entre as partículas 𝑖 e 𝑗, 𝑁 o número total de partículas
e ℎ é o comprimento de suavizado. 𝑊𝑖𝑗 é a FS de Q-Spline apresentada por Morris, 2000
com um suporte compacto 3ℎ é usado neste capítulo (ver Seção 3.2). Portanto, 𝜒𝑖 (x𝑖𝑗) tem
a mesma forma que a aproximação de MLS (Dilts, 1999; Dilts, 2000) que gera a função de
forma constante chamada de função de Shephard (Li e Liu, 2007; Liu e Liu, 2010; Liu e
Liu, 2003), ambas aproximações empregadas em SPH para a re-inicialização da densidade (ver
Seção 3.4.3). Entretanto, Flekkoy e outros, 2000 e Serrano e Español, 2001 é empregado para
formulações com DPD de tipo Voronoi.
Uma das propriedades de 𝜒𝑖 (x𝑖𝑗) é que desaparece quando x𝑖𝑗 está fora do suporte de
𝑊𝑖𝑗 . Entretanto, 𝛼 (x𝑖𝑗) é uma medida da densidade do número de partículas, apresentando
valores maiores em regiões com alta densidade de partículas que em regiões com pouca. Assim,
introduze-se o volume de uma partícula através da integral sobre todo o domínio
𝑉𝑖 =
∫︁
𝜒𝑖 (x𝑖𝑗) 𝑑x𝑖𝑗 =
∫︁
1
𝛼 (x𝑖𝑗)
𝑊𝑖𝑗𝑑x𝑖𝑗,≈ 1
𝛼𝑖
(6.2)
Que mostra que
𝛼𝑖 = 𝛼 (x𝑖𝑗) =
𝑁∑︁
𝑗=1
𝑊𝑖𝑗 (6.3)
Indicando que 𝛼𝑖 é aproximadamente a inversa do volume da partícula 𝑖 ou em outras palavras
o volume específico. Assim, pela propriedade de normalização de 𝜒𝑖 (x𝑖𝑗) a condição de
particionamento 𝑉𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =
∑︀
𝑖 𝑉𝑖 é satisfeita.
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Assim, a função de suavização pode ser normalizada à unidade por
∑︀𝑁
𝑗 𝜒𝑖 (x𝑖𝑗) = 1 e
apresenta as derivadas espaciais como
∇𝜒𝑖 (x𝑖𝑗) = 1
𝛼
𝑁∑︁
𝑗=1
[𝜒𝑖 (x𝑖𝑗)∇𝑖𝑊𝑖𝑗 − 𝜒𝑖 (x𝑖𝑗)∇𝑗𝑊𝑖𝑗] . (6.4)
Para uma variável suave 𝜓𝑖, definimos o valor para partícula-média (particle-averaged value)
como
𝜓𝑖 =
1
𝑉𝑖
∫︁
𝜒𝑖 (x𝑖𝑗)𝜓 (x𝑖𝑗) 𝑑x𝑖𝑗, (6.5)
E a derivada espacial para partícula-média (particle-averaged spatial derivative) como
∇𝜓𝑖 = 1
𝑉𝑖
∫︁
𝜒𝑖 (x𝑖𝑗)∇𝜓 (x𝑖𝑗) 𝑑x𝑖𝑗 (6.6)
Com integração por partes e a Eq. 6.4, a derivada espacial com média de partículas é obtido
como as Equações 6.7 e 6.8.
∇𝜓𝑖 = − 1
𝑉𝑖
∫︁
∇𝜒𝑖 (x𝑖𝑗)𝜓 (x𝑖𝑗) 𝑑x𝑖𝑗 (6.7)
∇𝜓𝑖 = − 1
𝑉𝑖
𝑁∑︁
𝑗=1
∫︁
𝜓 (x𝑖𝑗)
𝛼 (x𝑖𝑗)2
[𝑊𝑗𝑖∇𝑖𝑊𝑖𝑗 −𝑊𝑗𝑖∇𝑗𝑊𝑗𝑖] 𝑑x𝑖𝑗 (6.8)
A Eq. 6.8 representa uma integração entre as partículas 𝑖 e 𝑗. Da mesma forma que na Eq. 6.2,
as integrais nas Equações 6.7 e 6.8 são aproximadas separadamente para obter
⟨∇𝜓𝑖⟩ ≈
𝑁∑︁
𝑗=1
1
𝑉𝑗
(︀
𝜓𝑖𝑉
2
𝑖 + 𝜓𝑗𝑉
2
𝑗
)︀∇𝑖𝑊𝑖𝑗. (6.9)
Além disso, pode-se observar na Eq. 6.8 as interações inter-partícula 𝑊𝑗𝑖∇𝑖𝑊𝑖𝑗 e 𝑊𝑗𝑖∇𝑗𝑊𝑗𝑖
desaparecem fora da sobreposição dos suportes de 𝑊𝑖 e 𝑊𝑗 . Conforme a Hu e Adams, 2006,
uma vez que todos os pontos no domínio têm menos distâncias que a traçada entre as partículas
𝑖 e 𝑗. Portanto, é razoável substituir 𝜓𝑖 por uma aproximação inter-partícula (entre partículas)
de valor médio como o argumento 𝜓𝑖 = 𝜓𝑖 (𝜓𝑖,𝜓𝑗). Consequentemente, a integração na Eq. 6.8
pode ser aproximado como
⟨∇𝜓𝑖⟩ ≈
𝑁∑︁
𝑗=1
1
𝑉𝑗
(︀
𝑉 2𝑖 + 𝑉
2
𝑗
)︀
𝜓𝑖𝑗∇𝑖𝑊𝑖𝑗 (6.10)
Uma média simples inter-partículas é definida para 𝜓𝑖𝑗 = 𝜓𝑖+𝜓𝑗2 .
Está formulação permite por exemplo a interação entre três fases com relação de densi-
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dades e viscosidade diferentes. Na Fig. 6.1 como caso de estudo mostra-se três fluidos para
três fases. Onde os cores representam: para azul uma 𝜌 = 0,5, para verde uma 𝜌 = 0,8 ,
para amarelo uma 𝜌 = 1,0 e para vermelho uma 𝜌 = 1,2, a viscosidade cinemática (𝜂) de
referencia para os fluidos é 0,001, o que faz que a relação de densidade sejam as mesmas para
a viscosidade dinâmica (𝜇 = 𝜂𝜌). Assim, Na Fig. 6.1 apresenta-se a evolução para diferentes
instantes de tempo de um fluido quadrado penetrando com uma velocidade inicial (𝑉0) na
vertical de 0,3, um tanque com duas capas de fluido, para três relações de densidade diferentes
e um coeficiente de tensão superficial 𝛼 = 0,8.
0,5 0,67 0,85 1,0 1,2
Densidade (-)
0,5 0,67 0,85 1,0 1,2
Densidade (-)
0,5 0,67 0,85 1,0 1,2
Densidade (-)
0,5 0,67 0,85 1,0 1,2
Densidade (-)
0,5 0,67 0,85 1,0 1,2
Densidade (-)
0,5 0,67 0,85 1,0 1,2
Densidade (-)
0,5 0,67 0,85 1,0 1,2
Densidade (-)
0,5 0,67 0,85 1,0 1,2
Densidade (-)
0,5 0,67 0,85 1,0 1,2
Densidade (-)
(a) (b) (c)
Figura 6.1: Evolução no tempo de um domínio quadrado colidindo com uma velocidade inicial
de 0,001 com duas capas de fluido em um tanque, para três fases diferentes. (a) Para o fluido
quadrado com densidade maior a camada de fluido superior e menor a camada inferior no tan-
que. (b) Para o fluido quadrado com densidade menor as duas camadas de fluido no tanque. (c)
Para o fluido quadrado com densidade maior as duas camadas de fluido no tanque.
Na Fig. 6.1 observa-se no primeiro instante como o fluido quadrado começa a interagir com o
tanque, para continuar com a interação entre a primeira camada do fluido, nas Fig. 6.1 (a) e (c)
apresenta-se a penetração da gota no tanque e sua primeira camada, entretanto, na Fig. 6.1 (b)
o quadrado ao apresentar uma densidade maior somente gera forças inerciais no fluido mais no
consigue penetrar. Finalmente, o ultimo instante na Fig. 6.1 mostra o estado estacionário entre
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os três fluidos, mostrando que a gota quadrada fica na relação de densidade maior acima das
camadas como o caso da Fig. 6.1 (b), embaixo das camadas mas leves como o da caso Fig. 6.1
(c), ou entre as duas camadas uma mais leve e outra mais pesada, caso Fig. 6.1 (a). Portanto, os
resultados mostram a vantagem da implementação de S-Phase, onde além dos resultados ter
um comportamento aguardado para esse tipo de exemplo (Fig. 6.1), não apresenta difusão entre
as densidades e a penetração entre partículas de diferentes fases não foi muito grande apesar de
uma distribuição de partículas pouco densa.
6.2 Implementação
A formulação de SPH apresentada é integrada no tempo pelo esquema clássico de
predictor-corrector (Seção 3.5.1) (Gomez-Gesteira e outros, 2010; Monaghan, 1994a). Para
a estabilidade, os passos de tempo são calculados usando a condição CFL, a qual é baseada em
várias relações entre velocidade do som, velocidade máxima de fluxo, força viscosa, força do
corpo (Zhu e Fox, 2001; Monaghan, 2005) e tensão superficial (Adami e outros, 2010), como se
apresenta na Seção 3.5.2 e na Seção 5.3. Assim, para os problemas com relações de densidade
diferentes com fluidos imiscíveis é necessário reformular o cálculo global dos passos do tempo
(∆𝑡) para CFL (Hu e Adams, 2006) em função das fases (𝑘 e 𝑙) entre a tensão superficial e
relação da densidade como
∆𝑡 ≤ 0,25min
(︂
min (𝜌𝑘,𝜌𝑙)ℎ3
2𝜋𝛼
)︂ 1
2
, 𝑘 ̸= 𝑙 (6.11)
É importante indicar que este capitulo é uma continuação direta do Cap. 5. Portanto,
apresentam-se as mesmas implementações para a aproximação das equações de Navier-Stokes
(Seção 5.2) e o modelo de tensão superficial usando CSF (Continuum Surface Force method,
Seção 5.2.3). Mas acrescentam-se as componentes necessárias para a implementação dos fenô-
menos envoltos em multi-fase, para diferentes relações de densidade e viscosidade.
6.2.1 Controle de nitidez da interfase
No caso de relações de densidade altos entre duas fases, verificou-se que os resultados
podem sofrer de uma fragmentação ou instabilidade na presença da interfase ou correntes
parasitas (ou micro-mistura de partículas). Um comportamento semelhante também foi relatado
por (Grenier e outros, 2009; Colagrossi e Landrini, 2003), sugerindo que as instabilidades
aparecem quando a tensão superficial é desprezível. Portanto, para evitar esse tipo de insta-
bilidades é sugerido a implementação de um argumento para controlar a nitidez da interfase
(Grenier e outros, 2009; Szewc e outros, 2013; Adami e outros, 2012).
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Assim, para evitar estás misturas e instabilidades entre diferentes fases, se adiciona de
forma artificial uma força repulsiva (estabilizadora) baseada no gradiente de pressão como
Θ𝑖 = 𝜖
∑︁
𝐶(𝑖)̸=𝐶(𝑗)
(‖ 𝑉𝑖𝑃𝑖 ‖ + ‖ 𝑉𝑗𝑃𝑗 ‖)∇𝑖𝑊𝑖𝑗 (6.12)
onde 𝜖 é uma constante de ordem de 0,01 − 0,1, este valor deve ser escolhido dependendo
da relação de densidade entre fases (Szewc e outros, 2013), sendo usado para este trabalho o
valor de 0,08, o qual é o mais sugerido na literatura e apresenta bons resultados na faixa de
densidades a ser utilizados neste trabalho (Monaghan, 1994a; Szewc e outros, 2013). Portanto,
a força repulsiva Θ𝑖 é estendida as partículas que não pertencem à fase 𝐶(𝑖) da partícula 𝑖 (dado
pelo conjunto de partículas na interfase 𝐶(𝑖) ̸= 𝐶(𝑗)). O Θ𝑖 adiciona-se na equação de Navier-
Stokes e é adicionado para a formulação no termo de gradiente pressão na equação 5.8 (Seção
5.2.2) como
−
⟨
1
𝜌
∇𝑃
⟩
𝑖
= − 1
𝑚𝑖
𝑁∑︁
𝑗=1
[︂
(𝑃𝑖𝜌𝑗 + 𝑃𝑗𝜌𝑖)
𝜌𝑖 + 𝜌𝑗
(︀
V2𝑖 + V
2
𝑗
)︀∇𝑖𝑊𝑖𝑗 + Θ𝑖]︂ (6.13)
Como caso de estudo para comparar as vantagens da implementação do termo de controle de
nitidez da interfase, implementa-se o problema de Rayleigh–Taylor, tratado com maior detalhe
na Seção 6.3.1 (Fig. 6.2). Como na 6.2, a instabilidade se desenvolve e evolui na interfase entre
dois fluidos paralelos horizontais de viscosidades e densidades diferentes, com o fluido mais
pesado (vermelho e 𝜌 = 1,8) no topo e o mais leve no fundo (azul e 𝜌 = 1,0), para um caso
sem tensão superficial. Devido ao escorregamento do fluido, a interfase entre os dois fluidos
fica distorcida e as partículas se misturam (Fig. 6.2). Devido às diferentes densidades as fases
se separam em tempos tardios e os fluidos estabelecem-se formando duas camadas de fase
diferente penetrando-se mutuamente (ver Fig. 6.2). O fluido mais pesado escoa em direção do
fundo da cavidade e o mais leve na direção contraria, como apresenta-se na Fig. 6.2.
A adição do termo de controle de nitidez da interfase Θ𝑖 (na Eq. 6.12) desenvolve na Eq. 6.13
uma pequena pressão constante à interfase entre os dois fluidos, como observa-se na Fig. 6.2
(b), que em comparação com a evolução na Fig. 6.2 (b) onde observa-se mistura e instabilidade
entre fases. O que indica que a implementação com Θ𝑖 aprimora a interação entre fases e
apresentando melhores resultados (Zhang e outros, 2015; Shadloo e outros, 2013; Grenier
e outros, 2013).
É importante comentar que implementação de Θ𝑖 feita neste trabalho, resulta similar à
modificação dos trabalhos de (Colagrossi e Landrini, 2003; Nugent e Posch, 2000; Mokos
e outros, 2015), onde muda-se a equação de pressão de estado para a fase mais leve, esta
tentativa resulta em uma tensão de superfície artificial macia e suprime a mistura forte de
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Figura 6.2: Exemplo de Rayleigh-Taylor para os instantes de tempo (𝑡) de 9,5 e 14,5, para
comparar a implementação de controle de nitidez para interfase. Para dois fluidos de densidade
(𝜌): fluido superior de cor vermelho com 𝜌 = 1,8 e fluido inferior de cor azul com 𝜌 = 1,0. (a)
Sem implementação de controle de nitidez; (b) Com controle de nitidez.
partículas de fases diferentes na interfase.
6.3 Validação
Pretende-se validar as implementações para micro-fluídica em fluidos imiscíveis com di-
ferentes relações de densidade e tensão superficial, focados principalmente na Rayleigh–Taylor
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e escoamento de gotículas. Assim, apresenta-se a modelagem dos efeitos da tensão superficial e
da relação de densidades para os fenômenos como capilaridade em fluidos bi-fásicos (líquido-
líquido) e escoamento do fluido pela interação com forças externas.
6.3.1 Instabilidade de Rayleigh–Taylor
A instabilidade que se desenvolve e evolui na interfase entre dois fluidos paralelos
horizontais de viscosidades e densidades diferentes com o fluido mais pesado no topo e o
mais leve no fundo é conhecida como instabilidade de Rayleigh-Taylor para homenagear os
trabalhos pioneiros de Lord Rayleigh (Rayleigh, 1882) e Taylor (Das e Das, 2009b).
A instabilidade inicia quando um sistema de fluido multifásico com densidades diferentes
experimenta força gravitacional. Como resultado, uma perturbação instável tende a crescer na
direção do campo gravitacional libertando e reduzindo assim a energia potencial do sistema.
A perturbação na entre as fases cresce e, subsequentemente, desenvolvendo entre as fases
um pico de fluido da fase mais pesada deslocando-se para baixo, enquanto, a fase mais leve
movem-se para cima, as duas em forma de gotículas. Para os problemas com instabilidade de
Rayleigh–Taylor, usam-se dois problemas com domínio quadrado de 1x2 e 1x4 (Fig. 6.3 (a)).
A força gravitacional (𝑔) para ambos casos igual a 0,1. Os fluidos estão confinados por quatro
paredes sólidas com condição de no-slip (Seção 5.3.2).
Para a primeira implementação (Fig. 6.3 (a)), considera-se o problema das instabilidades de
Rayleigh-Taylor onde a interfase entre os dois fluidos precisa ser calculada com precisão
(Cummins e Rudman, 1999). O domínio de computação é retangular (1x2) com partículas
distribuídas em uma rede regular. Como na Fig. 6.3 (a) a parte inferior do domínio de cor azul,
o fluido tem uma densidade igual à unidade, enquanto que o fluido acima de cor vermelho tem
uma densidade igual a 1,8 vezes a densidade do fluido inferior. A interfase entre as duas fases é
localizado em 𝑦 = 1 − 0,15 sin(2𝜋𝑥). O número de Reynolds 𝑅𝑒 =
√︀
𝐿3𝑔
𝜂
= 420, é baseado
na altura meia do domínio (𝐿 = 2). A tensão superficial não é considerada para os exemplos
com este domínio.
Para a segunda implementação (Fig. 6.3 (b)) o modelo para o fenômeno de Rayleigh–Taylor,
um domínio computacional retangular de 1x4, é empregado para uma condição inicial
como mostra-se na Fig. 6.3 (b). Uma interfase fluido-fluido definida pela forma sinusoidal
𝑦 = 2 + 𝜀0 cos(𝜅𝑥) é imposta, na separação entre a fase mais pesada e a mais leve. Onde
𝜀0 = 0,05, 𝜅 = 2𝜋/𝜆 e 𝜆 = 1. Para todas as simulações com este domínio a viscosidade
cinemática é 𝜂 = 0,001.
Na Fig. 6.4 apresenta-se a comparação dos efeitos do número de partículas para diferen-
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Figura 6.3: Condições inicias para os problemas de instabilidade de Rayleigh-Taylor para um
domínio retangular, confinado em quatro paredes sólidas. (a) Domínio de 1x2 em uma distri-
buição de partículas de 60x120, o domínio de cor azul com 𝜌 = 1, enquanto que o fluido acima
de cor vermelho 𝜌 = 1,8. (b) Domínio de 1x4 em uma distribuição de partículas de 60x240, o
domínio de cor azul com 𝜌 = 1, enquanto que o fluido acima de cor vermelho 𝜌 = 2,0.
tes instantes de tempo (𝑡) de 10, 15 e 20, para a condição inicial mostrada na Fig. 6.3 (a). Para
a Fig. 6.4 (a) mostra-se uma interfase bem definida entra as duas fases para as três densidades
de partículas. Na Fig. 6.4 (b) para um instante de tempo de 15 apresenta-se ainda uma marcada
interfase entre os fluidos para os três exemplos, porém, na distribuição de partículas 30x60,
se percebe instabilidade e penetrações indesejável de partículas entre as fases. Entretanto,
observa-se para 𝑡 = 20 na Fig. 6.4 (b) que a distribuição de partículas 120x240 é estável e
define de maneira adequada a interfase nos instantes mostrados, no entanto, os outros dos casos
mostram instabilidades como correntes parasitas e penetração entre as fases quando o tempo
transcorrido é maior.
Na Fig. 6.5 mostra-se dos exemplos com propriedades iguais mas com quantidades de
partículas diferentes, para realizar a comparação entre eles para os instantes de tempo (𝑡) de
13,5 e 127,0, para a condição inicial apresentada na Fig. 6.3 (b), o fluido mais pesado com
𝜌 = 1 (cor vermelho) e fluido mais leve 𝜌 = 0,5. Na Fig. 6.5 (a) observa-se uma evolução
semelhante entra as fases para a distribuição de partículas de 60x240 e 30x120. Enquanto,
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Figura 6.4: Exemplo de Rayleigh-Taylor para dois fases e comparando três distribuições iniciais
de partículas diferentes. O fluido superior de cor vermelho com 𝜌 = 1,8 e o fluido inferior de
cor azul com 𝜌 = 1,0; contido em um domínio retangular de 1x2. (a) 𝑡 = 10,0; (b) 𝑡 = 15,0; (c)
𝑡 = 20,0.
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para a Fig. 6.5 (b) a interfase esta bem definida para os dois exemplo, porém se apresentam
distribuição nas fases no domínio, como na formação das gotículas e a penetração do fluido
mais pesado. O que mostra que apesar da interfase estar bem definida, o numero de partículas
pode ter efeito no escoamento entre os fluidos, e mudar a condição de instabilidade na evolução
do tempo. Assim, pode-se concluir das Figuras 6.4 e 6.5 que a quantidade de partículas é
uma variável importante para ser tida em conta, na implementação dos problemas multiface
com relações de densidade elevada. Os resultados apresentados na Fig. 6.5, especialmente
com 60x240 partículas, pode ser comparada com semelhante mostrados por (Cummins e
Rudman, 1999; Monaghan e Rafiee, 2013; Grenier e outros, 2009; Adami e outros, 2013).
Mostrando concordância com cálculos realizados através de modelos de alta resolução como é
o caso de Grenier e outros, 2009.
60x240 30x120
t=13,5 t=27,0
60x240 30x120
(a) (b)
Figura 6.5: Exemplo de Rayleigh-Taylor para dois fases e comparando das distribuições iniciais
de partículas 60x240 e 30x120. O fluido superior de cor vermelho com 𝜌 = 2,0 e o fluido
inferior de cor azul com 𝜌 = 1,0; contido em um domínio retangular de 1x4. Lado direito da
figura (verde-azul) 𝐴𝑡 = 2/3 e lado esquerdo da figura 𝐴𝑡 = 1/3. (a) 𝑡 = 13,5; (b) 𝑡 = 27,0.
Nas Figuras 6.6 e 6.7 apresenta novamente a evolução para diferentes instantes de tempo,
comparando as relações de densidade. Para quantificar as relações de densidade usa-se o
numero de Atwood (𝐴𝑡) como
𝐴𝑡 =
𝜌1 − 𝜌2
𝜌1 + 𝜌2
(6.14)
Onde para os fluidos, 𝜌1 é o mais pesada e 𝜌3 o mais leve. Assim, para as relações de densidade
nas Figuras 6.6 e 6.7, tem-se 𝐴𝑡 = 2/3 nos exemplos do lado direito e 𝐴𝑡 = 1/3 nos exemplos
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do lado esquerdo. Apresenta-se na Fig. 6.6 dois instantes de tempo, onde observar-se que a
penetração entre fases varia no tempo entre as diferentes relações, sendo a mais lenta a𝐴𝑡 = 1/3
e a de maior rapidez de penetração 𝐴𝑡 = 1/3. Especialmente, na Fig. 6.6 (b) pode-se conferir a
grande diferença de escoamento e penetração entre as relações, onde uma distância vertical de
1 é atingida.
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Figura 6.6: Exemplo de Rayleigh-Taylor, para a comparação de relações de densidade para
diferentes instante de tempo (t). Fluido de partículas: azul com 𝜌 = 0,2, verde com 𝜌 = 1,0 e
vermelho 𝜌 = 2,0.(a) 𝑡 = 10,0; (b) 𝑡 = 20,0.
Na Fig. 6.7 apresenta-se o comportamento entre as fases na penetração e escoamento entre os
fluidos para duas posição iguais entra os dois casos de 𝐴𝑡 = 2/3 e 𝐴𝑡 = 1/3. Observa-se que a
relação de 𝐴𝑡 = 1/3 forma uma interfase mais estável e com menos difusão que no caso com
𝐴𝑡 = 2/3. Entretanto, na Fig. 6.7 (b) quando atinge-se a posição na vertical de 0,5 o caso de
𝐴𝑡 = 2/3 fica mais disperso a fase mais pesada dentro da fase mais leve, em comparação do
caso com 𝐴𝑡 = 1/3 onde a gotícula final é mais estabilizada e com forma mais elipsoidal.
Desse modo, as Figuras 6.6 e 6.7 mostram um comportamento esperado para este tipo de fluidos
em interfase para relações diferentes de densidade, tanto na dissipação de energia potencial
como na anatomia dos líquidos formado (Das e K., 2011; Dalziel e outros, 2001; Davies Wykes
e Dalziel, 2014; Jacobs e Dalziel, 2005).
De acordo com a teoria linear para instabilidade de Rayleigh-Taylor (Chandrasekhar, 1981;
Dalziel, 2001), a perturbação sinusoidal inicial da interfase cresce exponencialmente no tempo
e a taxa de crescimento (𝛾) é dada por
𝛾21 = 𝜅𝑔
[︂
𝐴𝑡 − 𝜅
2𝛼
𝑔 (𝜌1 − 𝜌2)
]︂
, (6.15)
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Figura 6.7: Exemplo de Rayleigh-Taylor, para a comparação de relações de densidade para
diferentes instante na posição vertical (𝑦). Fluido de partículas: azul com 𝜌 = 0,2, verde com
𝜌 = 1,0 e vermelho 𝜌 = 2,0.(a) Fluido mais pesado penetrando até a posição 𝑦 = 1,0; (b)
Fluido mais pesado penetrando até a posição 𝑦 = 0,5.
Onde 𝛼 é a tensão superficial. Deve-se notar que a Eq. 6.15 é a solução analítica exata bem
conhecida para fluidos imiscíveis submetidos à tensão superficial. Entretanto, considerando o
efeito da força viscosa, Mikaelian, 1993 apresentou uma aproximação analítica precisa para a
taxa de crescimento assintótico do escoamento viscoso no regime linear como
𝛾22,3 − (1 + 𝐴𝑡)𝜅𝛾2,3 −
[︂
𝐴𝑡𝜅𝑔 − 𝛼𝜅31 + 𝐴𝑡
2𝑔𝜌2
]︂
= 0, (6.16)
A qual tem uma precisão na solução de menos de 11%. Ao ajustar 𝛾1 = 0 na Eq. 6.15, pode-se
calcular a tensão superficial crítica (𝛼𝑐) como
𝛼𝑐 =
(𝜌1 − 𝜌2) 𝑔
𝜅2
(6.17)
Abaixo deste valor a perturbação entre fase é instável, ou seja, 𝛼 < 𝛼𝑐. Onde 𝛼𝑐 é a tensão
superficial crítica e mostra o limite de instabilidade. Portanto, pode-se introduzir um parâmetro
de estabilidade como
𝜙 =
𝛼
𝛼𝑐
(6.18)
Onde 𝜙 > 1, indica que o sistema de dois fluidos deve ser estável. Na Fig. 6.8 apresenta-se a
comparação entre as taxas de crescimento (𝛾) analítico e numérico no regime linear, que são
representadas graficamente como uma função do parâmetro de estabilidade (𝜒). Onde 𝛾1 é o
resultado positivo da raiz quadrada da Eq. 6.15, e o 𝛾2 e 𝛾3 são os resultado da raiz quadrada da
Eq. 6.16. Para a taxas de crescimento numérica (𝛾𝑛) obtida com SPH, calcula-se através da Eq.
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6.19.
𝛾𝑛 =
𝜉/𝜉0 − 1
𝑡
(6.19)
Para a Eq. 6.19, 𝑡 é o tempo de simulação em que a amplitude da penetração da perturbação
(𝜉) do fluido mais pesado é igual a 𝜉 ≈ 0,1. Na Fig. 6.8 observa-se que existe uma boa
concordância entre os resultados analíticos e numéricos, devido a que os resultados com
SPH encontram-se abaixo das soluções analíticas, exceptuando alguns valores menores no
parâmetro de estabilidade quando se aproxima a instabilidade. No entanto, todos os resultados
seguem o mesmo padrão.
Figura 6.8: Exemplo de instabilidade de Rayleigh-Taylor, apresenta a dependência da taxa de
crescimento linear 𝛾 e o parâmetro de estabilidade 𝜙, para o número de Atwood de 𝐴𝑡 = 1/3.
Na Fig. 6.9 mostra-se os resultados da simulação SPH para 𝐴𝑡 = 1/3 para quatro valores
de estabilidade para valores de 𝜙 iguais a 0,0, 0,1, 0,25 e 0,5. Para todos os resultados são
visualizados para o tempo adimensional 𝑡
√︀
𝑔/𝜆 = 9,5. Ao observar com detalhe a Fig. 6.9
sugere que a morfologia da instabilidade para o regime instável pode ser dividida em três
categorias. Como complemento apresenta-se na Fig. 6.10 o instante quando a fase mais pesada
atinge a posição na vertical de 𝑦 = 0,5. A primeira categoria está associada a pequenos valores
de parâmetros de estabilidade devido a tensão superficial bastante pequena (Figuras 6.9 e
6.10 com 𝜙 = 0,0). Nesta categoria, a força gravitacional domina sobre a força de tensão
superficial, fazendo com que o pico acelere em direção do fluido mais leve. O que é evidente
na Fig. 6.10 para 𝜙 = 0,0. Como resultado, pode-se notar a formação de vórtices secundários,
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como se foram caldas saindo da ponta da bolha, que pode-se denominar como a presença de
instabilidade de Kelvin-Helmholtz.
Figura 6.9: Exemplo de instabilidade de Rayleigh-Taylor para o instantes de tempo adimensio-
nal de 𝑡
√︀
𝑔/𝜆 = 9,5. Resultados da simulação SPH para 𝐴𝑡 = 1/3, nos casos de parâmetro 𝜙𝑁
com valores de 0,5, 0,25, 0,1 e 0,0.
A segunda categoria é observada quando as forças gravitacionais e interfaciais são comparáveis,
apresentados nos casos com 𝜙 iguais a 0,1 e 0,25 nas Figuras 6.9 e 6.10. Assim, embora o pico
apresente pequenas deformações não consigue formar caudas laterais na ponta da bolha como o
caso com 𝜙 = 0,0 (Figuras 6.9 e 6.10), o cisalhamento devido à aceleração não é tão forte para
levar à criação de instabilidades secundárias elevadas. Na última categoria que corresponde
a valores mais elevados de parâmetro de estabilidade, como as Figuras 6.9 e 6.10 para com
𝜙 = 0,5. Onde as forças pela tensão superficial é dominante, com respeito ao escoamento na
interfase e à força de gravidade, fazendo que as instabilidades secundarias sejam impedidas.
Na Fig. 6.11 para 𝜙 = 0,25 e na 6.12 para 𝜙 = 0,1, mostra-se a evolução temporal da interfase
de fluido da perturbação, são apresentados durante quatro instantes de tempo adimensional
dado por 𝑡
√︀
𝑔/𝜆 e dimensão equidistante nas posições de penetração de 16,5 até 0,4. Ao
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Figura 6.10: Exemplo de Rayleigh-Taylor instante quando a fase mais pesada atinge a posição
na vertical de 𝑦 = 0,5. Resultados da simulação SPH para 𝐴𝑡 = 1/3, nos casos de parâmetro
𝜙𝑁 com valores de 0,5, 0,25, 0,1 e 0,0.
perturbar a interfase senoidal, a pressão hidrostática atua para conduzir o fluido mais pesado
para o mais leve com a amplitude de penetração na perturbação inicialmente, aumentando
exponencialmente.
Pouco depois, uma forma de cogumelo começa ser formada. À medida que o tempo avança,
o fluido pesado que cai gradualmente forma um pico central na bolha e a esmada nos laterais
formando umas pequenas caudas, que gera umas pequenas pontas laterais nas suas extremi-
dades para o caso de parâmetro de estabilidade inferior. Eventualmente, a interfase ao longo
da ponta central da bolha central como as pontas pequenas das caldas laterais, permanecem
relativamente suaves.
Nas Figuras 6.13, 6.14 e 6.15 apresentam-se os dados de posição de penetração do fluido mais
pesado através do mais leve em função do tempo, tomando como referencia a ponta da bolha na
interfase como a posição de penetração na instabilidade, e empregam-se como referencia para
validação nas figuras as soluções teóricas lineais de Layzer, 1955 e a versão simplificada dada
por Dalziel, 2001, as quais somente tem em conta a relação de densidade e despeça variáveis
como tensão superficial e viscosidade.
Na Fig 6.13 se mostram os casos das Figuras 6.9 e 6.10. Onde os resultados indicam
claramente a convergência e estão em boa concordância com a teoria (Layzer; Dalziel, 1955;
2001), com as maior resoluções entre 1,0 ≤ 𝑦(−) ≤ 1,5. Na Fig. 6.14 apresentam-se os
resultados para o parâmetro de estabilidade 𝜙 acima da unidade para 𝐴𝑡 = 1/3, mostrando
crescimento exponencial. Note-se que, embora de acordo com a Eq. 6.18, o limite de ins-
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Figura 6.11: Exemplo de Rayleigh-Taylor para o parâmetro de estabilidade de 𝜙𝑁 = 0,25.
tabilidade é marcado pelo parâmetro de estabilidade de unidade 𝜙 = 1,0, neste trabalho
descobrimos que este valor pode chegar até 2,2 para o escoamento entre fases. Várias razões
podem contribuir para esta discrepância, como as condições de parede rígida para a interação
fluido-fluido e alta dependência da relação de densidade em comparação com a tensão super-
ficial. Os resultados mostrados na Fig. 6.14 apresentam concordança com a a teoria (Layzer;
Dalziel, 1955; 2001), no entanto, o deslocamento da penetração entre fases em função do
tempo observa-se menos estável, ainda que com a mesma tendencia do resultado teórico.
Na Fig 6.15 se mostram os casos de 𝜙 = 0,5 e 𝜙 = 0,25 e cada um para duas distribuições
de partículas de 50x200 e 25x100. Onde os resultados indicam claramente que o melhor
comportamento é encontrado nas distribuição com um maior numero de partículas, assim o
caso de 50x200 converge melhor e apresenta boa concordância com a teoria (Layzer, 1955;
Dalziel, 2001).
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Figura 6.12: Exemplo de Rayleigh-Taylor para o parâmetro de estabilidade de 𝜙𝑁 = 0,1.
6.3.2 Escoamento de gotícula
Apresenta-se a simulação usando o método SPH para a interação multifásico com o tra-
tamento de interfase melhorado, empregado na simulação de escoamento de gotícula. As con-
dições inicias mostradas na Fig. 6.16, apresenta no começo um fluido de domínio retangular
1x2 na presença da força gravitacional (𝑔 = 0,1), confinado por quatro paredes em condição
de no-slip e na parte inferior uma gota circular com raio 𝑅 = 0,25 de densidade menor. Para
este problema a viscosidade cinemática é 𝜂 = 10−3 e a densidade do fluido 𝜌𝑓 = 1,0. Onde a
relação de densidade gotícula (𝑑) e fluido (𝑓 ) é definida como 𝜌𝑑/𝜌𝑓 .
Está implementação pelo método SPH é testado e validado usando os resultados analíticos pro-
postos por Batchelor e Young, 1968, através de
𝑉𝑑 =
1
2
√︃
𝑔𝐷
2
𝜌1 − 𝜌2
𝜌1
, (6.20)
Além disso, para comparar o movimento da gota na cavidade, integramos a velocidade 𝑉𝑑 (Eq.
6.20), usando como parâmetro o tempo da simulação para cada instante. Nas Figuras 6.17 e
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Figura 6.13: Exemplo de Rayleigh-Taylor. Apresentam-se os dados de posição de penetração
do fluido mais pesado (𝑦) através do mais leve em função do tempo, tomando como referencia
a ponta da bolha na interfase como a posição de penetração na instabilidade. Resultados da
simulação SPH e soluções teóricas lineais de Layzer, 1955 e Dalziel, 2001 para 𝐴𝑡 = 1/3, nos
casos de parâmetro 𝜙𝑁 com valores de 0,5, 0,25, 0,1 e 0,0.
6.18 apresenta-se a velocidade média da gota e a posição da ponta da gota em função do tempo,
para as relações 𝜌𝑑/𝜌𝑓 de 0,5 e 0,1, respetivamente. A velocidade na gota é calculada através do
valor médio suavizado das partículas que a compõem, entretanto, a posição da ponta da gotícula
define seu deslocamento vertical, as duas variáveis em função do tempo e cada uma para duas
distribuições diferentes de partículas para 50x100 e 100x200. No começo do deslocamento e
velocidade na gota observa-se nas Figuras 6.17 e 6.18, que nos primeiros instantes um compor-
tamento instável no escoamento gotícula-fluido é formado. Mas que consigue se estabilizar e
atingir um comportamento no tempo quase linear mostrado convergência com o resultado ana-
lítico, para as duas condições de 𝜌𝑑/𝜌𝑓 e as distribuição de partículas inicial.
Na Fig. 6.19 a comparação da velocidade média na gota para três relações de 𝜌𝑑/𝜌𝑓 , onde pode-
se observar um comportamento semelhante a velocidade constante obtida pela solução analítica.
Onde observam-se pequenas oscilações no começo, porém estabiliza rapidamente. Assim, a va-
riável velocidade na gota é bem comportada e mostrando concordância com a teoria, com um
comportamento quase constante.
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Figura 6.14: Exemplo de Rayleigh-Taylor. Apresentam-se os dados de posição de penetração
do fluido mais pesado (𝑦) através do mais leve em função do tempo, tomando como referencia a
ponta da bolha na interfase como a posição de penetração na instabilidade. Resultados da simu-
lação SPH e soluções teóricas lineais de Layzer, 1955 e Dalziel, 2001, nos casos de parâmetro
𝜙𝑁 com valores de 2,2 e 1,0.
Entretanto, na Fig. 6.20 observa-se a relação do deslocamento da gota comparando os resultados
de SPH para diferentes relações de 𝜌𝑑/𝜌𝑓 . Observa-se que que o movimento da gota é direta-
mente relacionado com a relação de densidade entre gota e fluido, onde a maior 𝜌𝑑/𝜌𝑓 menor
velocidade e deslocamento da gotícula através do escoamento no fluido. Resultado aguardado
e que mostra a implementação adequada da formulação de SPH e Navier-Stokes para este tipo
de problemas.
As Figuras 6.21 e 6.22 mostram a distribuição das partículas para dois instantes de tempo, com
relações 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,5 e 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,1. A morfologia da gotícula para os dois casos apresenta a
geração de uma cauda de instabilidade na perturbação entre a interfase, mostrando picos mais
definidos no caso de 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,5 e uma deformação tensional ao longo da vertical em compa-
ração do caso da Fig. 6.22 (𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,1). Onde para a relação 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,1 as caudas são menos
definidas, e a gota apresenta uma deformação na horizontal, dado uma forma mais esmagada
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Figura 6.15: Exemplo de Rayleigh-Taylor. Apresentam-se os dados de posição de penetração do
fluido mais pesado (𝑦(−)) através do mais leve em função do tempo, tomando como referencia a
ponta da bolha na interfase como a posição de penetração na instabilidade, para as distribuições
de partículas inicias de 50x200 e 25x100. Resultados da simulação SPH e soluções teóricas
lineais de Layzer, 1955 e Dalziel, 2001, nos casos de parâmetro 𝜙𝑁 com valores de 0,5 e 0,25.
em comparação do caso de 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,5. Resultados conforme aos efeitos da relação 𝜌𝑑/𝜌𝑓
entre o fluido e a gotícula (Hysing e outros; Berthier e Silberzan; Coninck, 2009; 2006; 2016).
Na Fig.6.23 apresenta-se a evolução da gota e sua distribuição das partículas para diferentes ins-
tantes de tempo para uma relação de 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,2. Conforme a isto mostra-se claramente dois
etapas estabelecidas. Uma para os primeiros instantes de tempo, onde a deformação gera es-
magamento na gotícula pelo o escoamento através do fluido. Posteriormente, na segunda etapa,
formam-se duas caudas na lateral da parte posterior da gota. As duas caudas conforme o tempo
passa vão ficam com pontas mais definidas, e se apresentam como uma instabilidade entre as
fases.
Nas Figuras 6.24 e 6.25 apresenta-se a comparação entre os casos de escoamento de gotícula e
fluido com e sem tensão superficial (𝛼), para as relações de 𝜌𝑑/𝜌𝑓 iguais a 0,5 e 0,8, respetiva-
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Figura 6.16: Condições iniciais de escoamento de gotícula, com raio 𝑅 = 0,25 e gravidade
𝑔 = 0,1
mente. Como explica-se para a instabilidade de Rayleigh–Taylor os casos na categoria de pouca
tensão superficial ou nula, mostram que a força gravitacional termina dominando a interfase
bolha-fluido, fazendo que a ponta da gota fique alongada, formando caudas nas laterais e pe-
quenas instabilidade de Kelvin-Helmholtz. Situação evidente para a Fig. 6.24 (a) no instante de
tempo 5,7, esto devido ao esmagamento da gotícula para a relação de 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,5. No entanto,
com uma 𝛼 = 5x10−3 no mesmo instante de tempo (Fig. 6.24 (a)) as instabilidades na interfase
na parte inferior dos laterais é reduzida, o que indica que as forças gravitacionais e da interfase
pela tensão superficial são comparáveis. Assim, embora na Fig.6.24 (b) a gotícula apresente
caudas nas laterais, o cisalhamento devido à aceleração não é tão forte para levar a formação de
instabilidades segundarias comparáveis ao caso de 𝛼 = 0 da Fig. 6.24 (a).
Na Fig. 6.25 (a) a relação de 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,8, apresenta pouca instabilidade nas laterais, sem for-
mar caudas muito pronunciadas, devida a pouca diferencia de densidade entre a gota e o fluido,
fazendo que as forças cisalhantes não sejam muito fortes no momento do escoamento. Con-
tudo, a Fig. 6.25 (b) apresenta um comportamento onde a tensão superficial 𝛼 = 2,5x10−3,
para 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,8 consigue impedir as instabilidades secundarias, como as caudas nas laterais.
Este comportamento de estabilidade na interfase é causado pela força de tensão superficial ser
dominante sobre as forças cisalhantes e gravitacionais.
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Figura 6.17: Velocidade (V) e posição (y) média do escoamento da gotícula em função
do tempo, para 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,5 para a simulação com SPH e solução analítica Batchelor e
Young, 1968.
Na Fig. 6.26 mostra-se o perfil de velocidades para relação de 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,8, nas mesmas con-
dições da Fig. 6.17, onde a gotícula da direito não apresenta tensão superficial, entanto a gota
da esquerda tem tensão superficial 𝛼 = 2,5x10−3. Observa-se que os perfis de velocidade para
os dois instantes de tempo apresentados são semelhantes para os casos com e sem tensão su-
perficial, o que indica a baixa insciência no escoamento. Porém, 𝛼 na morfologia, como foi
mencionado previamente, contem as instabilidades secundarias e a formação da cauda na gotí-
cula.
Assim, para os campos de velocidades na gotícula na Fig. 6.26, exibe-se a maior rapidez no
centro e a menor nas laterais. Mostra-se junto as partículas, suas linhas de fluxo, onde se pode
evidenciar a formação de vórtices ao redor das velocidades menor localizadas nos seus laterais.
Esta vorticidade é formada pela interação bolha-fluido que desenvolvem forças cisalhantes. Este
comportamento concorda e é comparável com trabalhos semelhares tanto para o perfil de velo-
cidades como para a distribuição de partículas (Coninck, 2016; Grenier e Touzé, 2008; Shadloo
e outros, 2013; Hysing e outros, 2009).
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Figura 6.18: Velocidade (V) e posição (y) média do escoamento da gotícula em função
do tempo, para 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,1 para a simulação com SPH e solução analítica Batchelor e
Young, 1968.
6.4 Conclusões preliminares
∘ Apresentou-se o desenvolvimento da formulação S-Phase para SPH, como a implemen-
tação para obter a média simples inter-partículas. A qual mostra ser uma formulação
adequada para problemas de diferentes relações de densidade e de viscosidade entre
fases. O adequado ao apresentar uma formulação discretizada baseada no volume
específico em função da distribuição das partículas, e não da densidade como acontece
nas implementações clássicas com SPH. Mostrando resultados adequados, tornando-se
uma alternativa na discretização das equações de continuidade de Navier-Stokes com
SPH no simulador proposto.
∘ Mostra-se a abordagem de controle de nitidez, para casos com fluidos de relação de
densidade elevada. Usada como uma ferramente de estabilização na interfase, incluindo-
se como um termo constante no gradiente de pressão, na equação de conservação de
momento. Aprimorando dessa forma a estabilidade das simulações realizadas.
∘ Validou-se a implementação do simulador SPH com os problemas de gotícula escoando
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Figura 6.19: Velocidade (V) média de escoamento da gotícula em função do tempo, para
𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,1, 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,5 e 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,8, para resultados com a simulação SPH e solução
analítica Batchelor e Young, 1968.
e a instabilidade de Rayleigh-Taylor. Que Mostraram concordância com resultados
teóricos e outras simulações.
∘ Para as simulações com problemas de gotícula e Rayleigh-Taylor, conseguem-se apreciar
as diferentes características para este tipo de problemas, tanto do ordem numérica, como
do comportamento do fenômeno como tal.
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Figura 6.20: Posição (y) na ponta da gotícula escoando, em função do tempo, para 𝜌𝑑/𝜌𝑓 com
valores de 0,1, 0,2, 0,5, 0,6, 0,8 e 0,9, para resultados com a simulação SPH.
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Figura 6.21: Distribuição das partículas para a relações 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,5, para dois instantes, quando
a ponta da gotícula atinge a posições verticais de 𝑦 = 1,0 e 𝑦 = 1,4.
Figura 6.22: Distribuição das partículas para a relações 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,1, para dois instantes, quando
a ponta da gotícula atinge a posições verticais de 𝑦 = 1,0 e 𝑦 = 1,4.
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Figura 6.23: Problema de escoamento de gotícula. Apresenta-se a distribuição das partículas
para diferentes instantes de tempo, para uma relações 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,2
Figura 6.24: Problema de escoamento de gotícula. Apresenta-se a comparação para dois instan-
tes de tempo entre os casos de escoamento de gotícula e fluido com e sem tensão superficial (𝛼),
para a relação de 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,5. (a) Sem tensão superficial (𝛼 = 0); (b) Com tensão superficial
de 𝛼 = 5x10−3.
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Figura 6.25: Problema de escoamento de gotícula. Apresenta-se a comparação para dois instan-
tes de tempo entre os casos de escoamento de gotícula e fluido com e sem tensão superficial (𝛼),
para a relação de 𝜌𝑑/𝜌𝑓 = 0,8. (a) Sem tensão superficial (𝛼 = 0); (b) Com tensão superficial
de 𝛼 = 2,5x10−3.
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0,4 2,4 8,54,5 6,5
V (10-2m/s)
0,8 1,8 8,13,7 5,5
V (10-2m/s)
(a)
0,3 2,2 8,04,1 6,1
V (10-2m/s)
0,4 1,9 8,03,8 5,7
V (10-2m/s)
(b)
Figura 6.26: Problema de escoamento de gotícula. Perfil de velocidades para relação de 𝜌𝑑/𝜌𝑓 =
0,8. gotícula da direito não apresenta tensão superficial, entanto a gota da esquerda tem tensão
superficial 𝛼 = 2,5x10−3. (a) t=2,45 (b) t=0,82
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7 Implementação de SPH em microdispositivos com fronteira mo-
veis, como Micro-válvulas e Micro-bomba peristáltica
A principal desvantagem dos métodos baseadas em partículas é que requerem um grande
número de partículas para obter resultados realistas, fazendo o processamento computacional
muito pesado.Porém, apesar dos métodos sem malha de partículas em geral presentarem ele-
vado custo computacional (Liu e Liu, 2003; Schiller, 2005), novas perspectivas se apresentaram
a partir de 2007, quando a NVIDIA lançou o primeiro processador gráfico (GPU) de uso-geral
(GPGPU), para ser usado como co-processador matemático em sistemas de cálculo científico,
acelerando dezenas de vezes a solução de problemas complexos e diminuindo em muito o
custo computacional, utilizando técnicas de processamento massivamente paralelo (Sanders e
Kandrot, 2011; Kirk e outros, 2010).
O objetivo desta parte do trabalho é mostrar o potencial do uso de GPU com a lingua-
gem CUDA na implementação de partículas com SPH. Assim, as vantagem que faz dos
métodos de partícula ser ótimos para a implementação de programação massiva são:
∘ São métodos onde todos os cálculos são necessários.
∘ Precisam de menos armazenamento e largura de banda, já que as variáveis próprias do
modelo ficam apenas nas posições das partículas, em vez de em cada ponto do espaço.
∘ Não são necessariamente restritos a uma caixa finita ou apresentam muitas estruturas de
dados indefinidas.
∘ A conservação da massa é simples (uma vez que cada partícula representa uma quantidade
fixa de massa).
Assim, o desenvolvimento de simulador do escoamento de líquidos em uma micro-cavidade
utilizando métodos de partículas e que seja executado em GPGPU, justifica-se pelos seguintes
motivos:
∘ As interações fluido-fluido e fluido-estrutura são fenômenos muito complexos, difíceis de
se representar fielmente por modelos de ordem reduzida devido as não-linearidades dos
fenômenos, além de apresentar geometrias complexas nos dispositivos e sua interação,
precisando um numero elevado de partículas para uma ótima simulação dos fenômenos
envolvidos.
∘ Os métodos tradicionais de simulação numérica apresentam restrições de desempenho em
simulações dinâmicas, que são essenciais em MEMS e LOCs.
∘ Um simulador capaz de representar com boa fidelidade o fluxo de líquidos em micro-
bombas pode viabilizar a criação de modelos de ordem reduzida mais fiéis que os atuais.
Nesse Capitulo, apresenta-se a implementação do método SPH usando programação GPGPU
com CUDA-C. Principalmente apresenta-se a implementação de SPH, os tempos de processa-
mento atingidos e a comparação em casos de estudo para a implementação em multi-fluidos
no exemplo de Rayleigh–Taylor, de uma maneira muito geral. Para finalizar, estuda-se o
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simulador proposto na micro-fluidos e multi-fase usando fronteiras móveis com problemas
em microdispositivos nos casos de estudo de micro-válvula e micro-bomba peristálticas.
Assim, desenvolve-se como casos de estudo na implementação e validação qualitativa dos
micro-sistemas, juntando os estudos realizados nos capítulos anteriores.
7.1 Implementação do simulador SPH em GPU com código CUDA
A implementação do SPH apresentada neste capítulo foi realizada para ser executado
totalmente em uma GPU, assim, evita-se ao máximo a troca de dados entre a CPU e a GPU.
Usa-se a formulações apresentadas nos Capítulos 5 e 6, com a execção de não implementar
tensão superficial usando CSF.
O programa SPH é executado em apenas uma GPU, a comunicação entre a CPU e a
GPU ocorre apenas em duas partes do código: primeiramente quando a simulação é iniciada,
onde a CPU aloca e inicializa todos os recursos que o SPH irá utilizar, como Posição,
velocidade, energia interna ou fase do fluido, da mesma maneira do cogido C/C++ para CPU.
Posteriormente quando for necessário realizar a gravação dos passos intermediários da simu-
lação, deixando arquivos no formato VTU como se explica na Seção 3.9. Nesse último caso,
todos os dados das partículas são transferidas para a CPU, o qual é um processo demorado,
mas, como ele somente é realizado a cada 1000 execuções do método (em alguns casos, pode
ser feito a cada 10000 passos), esse tempo acaba sendo reduzido ao longo da simulação.
7.1.1 Pesquisador de Partículas par GPU
Para a implementação em GPU de pesquisador de partículas e estrutura de dados
encontra-se no Anexo A a descrição detalhada da implementação. Portanto, este trabalho
modifico o algoritmo e código desenvolvido para o método DEM pelo Eng. Hugo Idagawa,
para seu trabalho de mestrado na UNICAMP também com a orientação do Prof. Dr. Luiz
Otavio Saraiva Ferreira como o presente trabalho, com título Implementação do simulador de
partículas utilizando o Método dos elementos Discretos (DEM) em cluster de GPU’s.
As principais modificação foi a implementação do Algoritmo de Detecção de Contatos
para um algoritmo de pesquisa de partículas, aumentando comprimento do domínio de
pesquisa, para o caso de Kernel de Q-Spline para um valor de 3ℎ. Além disso, o atualizador no
tempo com um integrador temporal de Preditor-Corretor (Ver Seção 3.5.1).
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Para a estrutura de dados, se aumentam variáveis relacionadas as equações a conserva-
ção de densidade, momento e correções de nitidez na interface. Assim, constantes como
viscosidade e velocidade do som, além da evolução da densidade, viram variáveis a ter em
conta.
7.1.2 Configuração da CPU e GPU
Como as GPUs possuem um desempenho mais elevado para cálculos em precisão simples
(32-bits) do que em precisão dupla (64-bits), os integradores também foram implementados
para serem executados nas duas precisões. Assim, pode-se verificar a possibilidade da execução
de simulações em DEM utilizando-se apenas integradores em precisão simples.
Todos os algoritmos em GPU foram implementados utilizando-se a linguagem de pro-
gramação CUDA versão 7.5 e executados em uma GPU Geforce GTX 580 da NVIDIA. Os
algoritmos em CPU foram executados em um Core i7 920 da Intel. As tabelas (7.1) e (7.2)
apresentam as características de ambos os sistemas utilizados.
Tabela 7.1: Características da GPU
Geforce GTX 580
Versão do driver CUDA 7.5
Memória global disponível 1,5 GB
Quantidade de CUDA Cores 512
Frequência da GPU 1,60 GHz
Processamento (precisão simples) 1580 GFlops
Processamento (precisão dupla) 205 GFlops
7.2 Implementação
Nesse capitulo todas as implementações são feitas para programação em GPU usando a
linguagem CUDA-C, com esta implementação o tempo de processamento aumenta redor de
Tabela 7.2: Características da CPU
Core i7 920
Quantidade de núcleos 4
Frequência da CPU 2,66 GHz
Memória RAM no sistema 18 GB
Processamento (precisão simples) 100 GFlops
Processamento (precisão dupla) 50 GFlops
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100 vezes. Porém, as características para a implementação do método SPH são as mesmas dos
capítulos 5 e 6.
Além disso, integra-se ao simulador a condição de fronteira sólida móvel, para a simula-
ção dos dispositivos ativos de válvula e micro-bomba.
7.3 Validação
Realiza-se as simulações para válvula e micro-bomba peristáltica para duas fases com
relação de densidade entre fases de 𝜌1/𝜌2 = 0,5.
7.3.1 Micro-válvula
Realiza-se um exemplo com aproximadamente 60 mil partículas, entre o fluido, a
fronteira sólida e a fronteira móvel da válvula, como uma configuração como apresenta-se na
Fig. 7.1 para uma única membrana.
Na Fig.7.1 apresenta-se a evolução da interação fluido e a válvula, para a interação das
duas fases. A válvula desloca-se em um movimento senoidal de período 2𝜋. Assim, apresenta-
se a conclusão do trabalho na interação, tensão superficial, multi-fase, fronteira móvel e parede
sólida. Pode-se mostrar a formação de gota, e a formação de um fluxo periódico em função da
interação com o comportamento na válvula.
7.3.2 Micro-bomba peristáltica
Apresenta-se a configuração de uma bomba peristáltica, para a configuração de trés vál-
vulas em serie, onde as membranas de fechadura são consideradas completamente sólidas, para
mais de 60 mil partículas. Na Fig. 7.2 mostra-se a condição inicial da válvula em contacto com
o fluido, para uma única membrana por válvula.
Na Fig. 7.3 apresenta-se a evolução da interação das válvulas, as três válvula sincronizadas
para ser ativadas cada 𝜋/2. A Fig. 7.3 (a) mostra a interação quando a primeira válvula fecha
complemente o passo de liquido. Assim, a Fig. 7.3 (b) apresenta o mesmo comportamento da
primeira válvula e posteriormente na Fig. 7.3 (c) a fechadura da ultima válvula. Pode-se obser-
var no final o escoamento gerado pela interação e ativação das micro-válvulas desenvolvendo
escoamento entra as fases.
Apresenta-se na Fig. 7.4 (a) o instante para 3 períodos de escoamento na micro-bomba e na Fig.
7.4 (b) para 5 períodos. Mostra-se que a comportamento da micro-bomba com as duas fases
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(a) (b)
(c) (d)
Figura 7.1: válvula para duas fases fluido, apresentando quatro instantes onde a membrana
encontra-se na parte inferior. (a) Começo da formação da gota; (b) Formação da segunda gota;
(c) Interação das gotas com a parede inferior; (d) Mistura dos fluidos na parte inferior.
gera escoamento adequado entre as duas fases.
Apresenta-se a configuração de uma bomba peristáltica, para a configuração de trés válvulas em
serie, onde as membranas de fechadura são consideradas completamente sólidas, para mais de
60 mil partículas. Na Fig. 7.5 mostra-se a condição inicial da válvula em contacto com o fluido,
para duas membrana por válvula. Onde a Fig. 7.5 (a) mostra a configuração para a válvula com
duas membranas e a Fig. 7.5 (b) para a distribuição da membrana solida.
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Figura 7.2: Configuração da válvula na micro-bomba peristáltica com uma soa membrana.
Na Fig. 7.6 apresenta-se a evolução da interação das válvulas, as três válvula sincronizadas para
ser ativadas cada 𝜋/2 uma depois da outra. A Fig. 7.6 (a) mostra a interação quando a primeira
válvula fecha complemente o passo de liquido. Assim, a Fig. 7.6 (b) apresenta o mesmo com-
portamento da primeira válvula e posteriormente na Fig. 7.6 (c) a fechadura da ultima válvula.
Pode-se observar no final o escoamento gerado pela interação e ativação das micro-válvulas
desenvolvendo escoamento entra as fases.
Apresenta-se na Fig. 7.7 (a) o instante para 10 períodos de escoamento na micro-bomba e na
Fig. 7.4 (b) para 20 períodos. Mostra-se que a comportamento da micro-bomba com as duas
fases gera escoamento adequado entre as duas fases, além de apresentar o campo de densidades
adequado entre a interface, mesmo apresentando passos de tempo na interação entre liquido-
liquido, liquido-estrutura e liquido-estrutura e fronteira em deslocamento.
Para finalizar, apresenta-se o campo de velocidades no eixo 𝑥, na Fig. 7.8 (a) mostra a interação
quando a primeira válvula fecha complemente o passo de liquido e o campo de velocidades
formado é apresentado. Assim, a Fig. 7.8 (b) apresenta o mesmo comportamento da primeira
válvula com a distribuição das velocidades e posteriormente na Fig. 7.8 (c) a fechadura da
ultima válvula e o campo de velocidades resultante. Pode-se observar no final o escoamento
gerado pela interação e ativação das micro-válvulas desenvolvendo escoamento entra as fases e
especialmente do campo de velocidades na direção vertical.
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(a)
(b)
(c)
Figura 7.3: Comportamento da Micro-bomba peristáltica. (a) Primeira válvula fechada; (b) Se-
gunda válvula fechada; (c) Terceira válvula fechada.
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(a)
(b)
Figura 7.4: Dois instantes de tempo para a Micro-bomba peristáltica. (a) 3 períodos; (b) 5 pe-
ríodos.
(a) (b)
Figura 7.5: Configuração de micro-bomba peristáltica com duas membranas por válvulas. (a)
Válvula com duas membranas; (b) Membrana.
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(a)
(b)
(c)
Figura 7.6: Configuração de micro-bomba peristáltica com duas membranas por válvulas. (a)
Primeira válvula fechada; (b) Segunda válvula fechada; (c) Terceira válvula fechada.
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(a) Período = 10
(b) Período = 20
Figura 7.7: Comportamento da Micro-bomba peristáltica. a) 10 períodos; (b) 20 períodos.
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(a)
(b)
(c)
Figura 7.8: Comportamento da Micro-bomba peristáltica com a distribuição do campo de ve-
locidades no eixo 𝑥. (a) Primeira válvula fechada; (b) Segunda válvula fechada; (c) Terceira
válvula fechada.
188
8 Conclusões gerais e trabalhos futuros
Implementou-se um simulador em SPH para duas classes de problemas: a primeira
implementação baseado nos Capítulos 3 e 4, que modela a parte macroscópica dos fluidos
e interação fluido-estrutura. A segunda, desenvolvida através das formulações propostas nos
Capítulos 5 e 6, para a implementação de problemas na escala mesoscópica para micro-fluídica
e microdispositivos. Finalmentel, a ultima implementação mantém a mesma formulação dos
Capítulos 5 e 6, porém é executada na GPU. Assim, foi possível resolver problemas com
elevado numero de partículas em um tempo viável. Nesse caso utilizou-se os exemplos de
micro-bomba e micro-válvula apresentados no Capitulo 7.
Características da implementação do modelo macroscópico:
∘ Integrador temporal Preditor-Corretor (Seção 3.5.1).
∘ Para a condição de parede sólida empregou-se a condição de partículas dinâmicas e re-
pulsivas (Seção 3.6).
∘ Para a correção da densidade no tempo foram usadas as implementações de Shepard
(Seção 3.4.3) e o fluxo de Rusanov (Seção 4.2).
∘ Para o campo de velocidade emprega-se como estabilizador a formulação de XSPH (Se-
ção 3.4.2).
∘ As discretizações usando SPH para as equações de conservação de Navier-Stokes são
baseadas na implementação WCSPH (Seção 3.3). Portanto empregam-se para a massa a
Eq. 3.37 e para o momento a Eq. 3.40.
Características da implementação do modelo mesoscópico:
∘ Integrador temporal Preditor-Corretor (Seção 3.5.1).
∘ Para a condição de parede sólida empregou-se a condição de partículas dinâmicas tipo
Dummy (Seção 5.3.2).
∘ Para a a implementação multi-fase com relações de densidade elevadas, empregou-se a
força repulsiva para controle de nitidez (Seção 6.2.1).
∘ Como correção das instabilidades na distribuição das partículas, acrescentou-se com o
algoritmo de shifting, um termo difusivo estabilizador no campo de velocidades, como
apresenta-se na Seção 5.3.1).
∘ As discretizações usando SPH para as equações de conservação de Navier-Stokes são
baseadas na implementação S-Phase (Seção 5.2 e Seção 6.1). Portanto empregam-se para
a massa a Eq. 5.7 e para o momento a Eq. 5.9.
∘ A tensão superficial foi implementada para multi-fase para fluido-fluido e fluido-estrutura,
usando a implementação de CSF (Seção 5.2.3).
Características da implementação do modelo GPU:
∘ Integrador temporal Preditor-Corretor (Seção 3.5.1).
∘ Para a condição de parede sólida empregou-se a condição de partículas dinâmicas tipo
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Dummy (Seção 5.3.2).
∘ Para a a implementação multi-fase com relações de densidade elevadas, empregou-se a
força repulsiva para controle de nitidez (Seção 6.2.1).
∘ Como correção das instabilidades na distribuição das partículas, acrescentou-se com o
algoritmo de shifting, um termo difusivo estabilizador no campo de velocidades, como
apresenta-se na Seção 5.3.1).
∘ As discretizações usando SPH para as equações de conservação de Navier-Stokes são
baseadas na implementação S-Phase (Seção 5.2 e Seção 6.1). Portanto empregam-se para
a massa a Eq. 5.7 e para o momento a Eq. 5.9.
Pode-se concluir que a implementação do simulador com o método sem malha SPH para
fluidos com características diferentes, desde a escala macro até a escala mesoscópica. Assim,
o desenvolvimento feito neste trabalho atingiu o objetivo de simular microdispositivos em
micro-fluídica.
8.1 Trabalhos Futuros
∘ Implementação do simulador para processamento em cluster de GPU’s, para atingir si-
mulações mais complexas e poder simular problemas em 3D.
∘ Visualização iterativa em tempo de processamento, semelhante ao apresentado no Anexo
C.
∘ Implementação de novos fenômenos como difusão e magnetismo.
∘ Aprimorar a implementação da interação fluido-estrutura, acrescentando sólidos em sus-
pensão e membranas flexíveis.
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ANEXO A Implementação e Validação para uma GPU
A implementação do SPH apresentada neste capítulo foi realizada para ser executado total-
mente em uma GPU, assim, evita-se ao máximo a troca de dados entre a CPU e a GPU. O
programa SPH é executado em apenas uma GPU, a comunicação entre a CPU e a GPU ocorre
apenas em duas partes do código: primeiramente quando a simulação é iniciada, onde a CPU
aloca e inicializa todos os recursos que o SPH irá utilizar, como Posição, velocidade, energia
interna ou fase do fluido; posteriormente quando for necessário realizar a gravação dos passos
intermediários da simulação. Nesse último caso, todos os dados das partículas são transferidas
para a CPU, o qual é um processo demorado, mas, como ele somente é realizado a cada 1000
execuções do método (em alguns casos, pode ser feito a cada 10000 passos), esse tempo acaba
sendo reduzido ao longo da simulação.
O pesquisador de partículas apresentado neste anexo, é uma modificação do algoritmo e
código desenvolvido para o método DEM pelo Eng. Hugo Idagawa, para seu trabalho de
mestrado na UNICAMP também com a orientação do Prof. Dr. Luiz Otávio Saraiva Ferreira.
O título do trabalho é Implementação do simulador de partículas utilizando o Método dos
elementos Discretos (DEM) em cluster de GPUS. A sua vez, parte da implementação foi
desenvolvida em parceria entre os dois. O texto a continuação é uma extração com previa
autorização do documento do trabalho do Eng. Hugo Idagawa, modificado para o caso da
implementação SPH.
A.1 Estrutura de dados
Todo o sistema de partículas rodando em GPU está agrupado em uma estrutura de dados
chamada particleSysmteGPU que possui uma cópia idêntica na CPU, identificada como
particleSystemCPU. Essas estruturas estão organizadas em ponteiros de vetores, alocados
dinamicamente que armazenam as variáveis de estado (posição, velocidade, ...) para cada
partícula do SPH. Essa organização garante um alinhamento sequencial de cada uma das
variáveis das partículas, permitindo, assim, um melhor aproveitamento da largura de banda da
memória quando os threads do kernel realizam um acesso. A Fig. A.1 esquematiza a estrutura
de dados implementada.
Os parâmetros da simulação que são comuns para todas as partículas, como as constantes das
equações de continuidade, como a viscosidade, a massa e o raio inicial entre partículas e o
comprimento suave (ℎ), são alocadas na memória constante da GPU, pois são variáveis que não
se alteram durante toda a simulação e são requisitadas por todas as partículas. Assim, alocar
essas informações na memória constante garante um acesso mais eficiente, pois essa memória
garante um acesso tão rápido quanto uma leitura a um registrador da GPU, desde que todos os
threads de um warp acessem o mesmo endereço de memória.
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Figura A.1: Esquema da estrutura de dados implementada para o sistema de partículas.
A.2 Algoritmo de Detecção de Contatos
A detecção de contatos entre as partículas é a etapa que mais demanda esforço computa-
cional no algoritmo do DEM podendo representar até 80% do tempo de execução do método
(Domínguez e outros; Zheng e outros; Mio e outros, 2011; 2012; 2005). Para identificar os pares
de contato é necessário verificar se a distância entre duas partículas é menor do que a soma de
seus raios. Caso esse procedimento seja realizado para todos os possíveis pares, será necessário
checar 𝑁(𝑁 − 1)/2 pares, onde 𝑁 é número de partículas. Essa metodologia, conhecida como
busca exaustiva ou busca por força bruta, é muito ineficiente principalmente quando o número
de partículas for elevado, pois a maioria dos pares não resulta em um contato. Assim, outros
métodos foram desenvolvidos para simplificar essa busca, os quais podem ser classificados em
dois grupos: métodos baseados no espaço do objeto e métodos baseados na divisão espacial do
domínio.
∘ As técnicas baseadas no espaço do objeto verificam as posições relativas entre as partí-
culas. Nessas técnicas, caso duas partículas estejam muito distantes entre si, a busca não
é realizada. O método mais conhecido desse grupo é o algoritmo da varredura e poda
(“Sweep and Prune”), que projeta os limites das partículas nos eixos coordenados e pro-
cura por superposições dessas projeções (Cohen e outros, 1995).
∘ As técnicas baseadas na divisão espacial visam particionar o domínio da simulação em
células nas quais as partículas podem estar contidas. Em seguida, a busca pelos pares de
contato somente é realizada para as partículas que se encontram em células vizinhas. A
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principal consideração desses métodos está na escolha de como o domínio deve ser parti-
cionado: células uniformes (Gan e outros, 2016), octrees (TOBERGTE e CURTIS, 2005)
ou BSP-trees (Luque e outros, 2005), por exemplo.
Neste trabalho adotou-se o método da divisão espacial do domínio com células uniformes,
que é um algoritmo adequado para partículas que possuem o mesmo diâmetro, pode ser parale-
lizado e foi adotado por alguns códigos DEM, como o BLAZE-DEM (Govender e outros, 2016)
e o LIGGGTHS® (Kloss e outros, 2012). A implementação desse algoritmo pode ser dividido
nos seguintes passos:
A.2.1 Passo 1: Particionar o domínio em células
Inicialmente, o domínio da simulação é dividido em células quadradas (para problemas
2D) ou cúbicas (para problemas 3D) de lado igual ao diâmetro das partículas. Essas células são
utilizadas para identificar a localização das partículas no espaço e a sua dimensão garante que
uma colisão só pode ocorrer entre partículas localizadas, no máximo, à uma célula de distân-
cia. Assim, para qualquer partícula, apenas é necessário procurar colisões entre as partículas
localizadas em 9 células, para o caso 2D, ou em 27 células, para o caso 3D (Fig. A.2).
Figura A.2: Particionamento do domínio de simulação, com destaque para as células que defi-
nem a região de busca: (a) 9 células para o caso 2D e (b) 27 células para o caso 3D.
A.2.2 Passo 2: Determinar em qual célula cada partícula pertence
Cada célula do domínio é identificada por um índice que é atribuído às partículas que
estão imersas nela. Para garantir um acesso mais rápido à memória, esse índice foi construído
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utilizando uma curva de ordem-Z, que ordena os índices de modo que células espacialmente
próximas possuem índices com valores também próximos (Fig. A.3). Assim, essa curva apro-
veita a localidade espacial da memória cache das GPUs para aumentar a taxa de acerto. A curva
Figura A.3: (a) Visualização da sequência de numeração das células na curva de ordem-Z em
2D; (b) Visualização dos valores de hash utilizando a curva de ordem-Z para um problema 3D.
de ordem-Z é construída atribuindo-se um código de Morton (Morton, 1966) para cada célula
do domínio, que pode ser obtido através do entrelaçamento dos bits da representação binária das
coordenadas (𝑥, 𝑦, 𝑧) da célula (Fig. A.4). A geração desse índice também pode ser acelerada
utilizando-se a expansão de inteiros com máscaras de bits (Stocco e Schrack, 1995). O Algo-
ritmo A.1 foi baseado no método proposto por (Raman e Wise, 2008) que separa um inteiro em
grupos de 3 bits.
Figura A.4: Representação da construção do código de Morton.
Para que o algoritmo de detecção de contatos seja capaz de lidar com domínios infinitos
ou móveis, os índices das células foram mapeados para uma lista finita através de uma função
de hash, que possui a seguinte forma:
ℎ = 𝑐%𝑚 (A.1)
onde ℎ é o valor final do índice da célula, 𝑐 é o código Morton da célula e 𝑚 é o tamanho
da tabela hash.
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Algoritmo A.1: Função para expansão de inteiros.
Entrada: Número inteiro 𝑡.
Saída: Número 𝑡 com os bits expandidos.
1 Função 𝐸𝑥𝑝𝑎𝑛𝑑𝑖𝑟𝐼𝑛𝑡𝑒𝑖𝑟𝑜(𝑡)
2 𝑡← (𝑡 * 0x00010001) & 0xFF0000FF
3 𝑡← (𝑡 * 0x00000101) & 0x0F00F00F
4 𝑡← (𝑡 * 0x00000011) & 0xC30C30C3
5 𝑡← (𝑡 * 0x00000005) & 0x49249249
6 retorna 𝑡
Como essa função possui 𝑚 posições disponíveis, existe a possibilidade de mapear célu-
las diferentes para o mesmo índice (colisões de hash), provocando um aumento no tempo de
busca dos pares de contato. Uma estratégia para reduzir o número de colisões é adotar uma
tabela hash grande o suficiente para mapear cada célula para um único índice. Neste trabalho,
utilizou-se uma tabela hash com 𝑚 = 222 = 4.194.304 posições.
O Algoritmo A.2 apresenta a função que retorna o índice da célula que uma partícula se
encontra.
Algoritmo A.2: Função de mapeamento das partículas.
Entrada: Posição 𝑝 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) da partícula.
Saída: Índice 𝑖 da célula na qual a partícula está localizada.
1 Função 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟𝐻𝑎𝑠ℎ(𝑝)
2 𝑎← 𝐸𝑥𝑝𝑎𝑛𝑑𝑖𝑟𝐼𝑛𝑡𝑒𝑖𝑟𝑜𝑠(𝑥)
3 𝑏← 𝐸𝑥𝑝𝑎𝑛𝑑𝑖𝑟𝐼𝑛𝑡𝑒𝑖𝑟𝑜𝑠(𝑦)
4 𝑐← 𝐸𝑥𝑝𝑎𝑛𝑑𝑖𝑟𝐼𝑛𝑡𝑒𝑖𝑟𝑜𝑠(𝑧)
5 𝑖← (4 * 𝑎 + 2 * 𝑏 + 𝑐) %𝑚
6 retorna 𝑖
A.2.3 Passo 3: Criação do histograma de partículas
Nessa etapa, um vetor do mesmo tamanho da tabela hash é utilizado para armazenar a
quantidade de partículas presentes em cada célula do hash. Posteriormente, esse vetor será
utilizado para determinar quantas partículas devem ser testadas para uma colisão e também
para localizar a posição dos dados das partículas na memória da GPU. A cada passo do método
DEM esse vetor deve ser zerado e é preenchido enquanto as partículas são mapeadas nas células.
O algoritmo A.3 apresenta o kernel que preenche o vetor histograma. Esse kernel en-
globa as funções apresentadas nos Algoritmos A.1 e A.2 e deve ser executado com um thread
por partícula.
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Algoritmo A.3: Kernel para construção do histograma e mapeamento das partículas.
Entrada: Vetores 𝑥, 𝑦 e 𝑧 de posição das partículas
Saída: Vetor 𝐻 do histograma; vetor 𝑇 do hash das partículas
Dados: i = índice da partícula, d = tamanho das células
1 Kernel 𝑃𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝐻𝑖𝑠𝑡𝑜𝑔𝑟𝑎𝑚𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝐻 , 𝑇)
2 𝑔𝑟𝑖𝑑𝑃𝑜𝑠𝑋 ← 𝑓𝑙𝑜𝑜𝑟⌊𝑥(𝑖)
𝑑
⌋
3 𝑔𝑟𝑖𝑑𝑃𝑜𝑠𝑌 ← 𝑓𝑙𝑜𝑜𝑟⌊𝑦(𝑖)
𝑑
⌋
4 𝑔𝑟𝑖𝑑𝑃𝑜𝑠𝑍 ← 𝑓𝑙𝑜𝑜𝑟⌊𝑧(𝑖)
𝑑
⌋
5 ℎ𝑎𝑠ℎ← 𝐶𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟𝐻𝑎𝑠ℎ(𝑔𝑟𝑖𝑑𝑃𝑜𝑠𝑋, 𝑔𝑟𝑖𝑑𝑃𝑜𝑠𝑌, 𝑔𝑟𝑖𝑑𝑃𝑜𝑠𝑍)
6 𝑇 (𝑖) ← ℎ𝑎𝑠ℎ
7 𝐻(ℎ𝑎𝑠ℎ) ← 𝐻(ℎ𝑎𝑠ℎ) + 1
A.2.4 Passo 4: Reordenar as partículas em função das células
Depois de mapear as partículas em suas respectivas células, eles são ordenadas em ordem
crescente do número do hash. Essa ordenação é realizada utilizando-se a função SortPairs
da biblioteca NVIDIA CUB que utiliza o algoritmo de ordenação radix sort. As demais
informações associadas às partículas (velocidade, índice, força, ...) também são ordenados para
garantir um acesso mais rápido à memória.
A.2.5 Passo 5: Gerar a lista de pares de contato para cada partícula da simula-
ção
Na etapa final do algoritmo, a lista de pares de contato de cada partícula é produzida. Pri-
meiramente, uma operação de soma exclusiva (exclusive sum) é realizada no vetor histograma,
utilizando-se a função ExclusiveSum do CUB. Essa função é definida segundo a Eq. A.2.
𝑥(𝑖) =
⎧⎪⎨⎪⎩
0, para 𝑖 = 0
𝑖−1∑︀
𝑗=0
𝑎(𝑗), para 𝑖 > 0
(A.2)
onde 𝑥(𝑖) é o vetor de saída depois que a operação de soma exclusiva for aplicada e 𝑎(𝑖) é o
vetor de entrada (nesse caso, o vetor histograma).
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O vetor 𝑥 produzido pela soma exclusiva permite identificar as partículas imersas em
qualquer célula do domínio. Esse processo é realizado da seguinte forma: para uma célula
com hash igual a ℎ, todas as partículas contidas nessa célula estão localizadas nas posições
de memória de 𝑥(ℎ) até 𝑥(ℎ + 1) (Fig. A.5d). Assim, a lista de contatos de uma partícula é
construída percorrendo-se o conjunto de partículas contidas em cada célula vizinha à célula da
partícula. O algoritmo A.4 apresenta o kernel responsável pela criação dessa lista de contatos,
o qual deve ser executado com um thread por partícula.
Algoritmo A.4: Kernel para construção da lista de contatos de uma partícula.
Entrada: Vetores 𝑥, 𝑦 e 𝑧 de posição das partículas, vetor 𝑆 que contém a soma
exclusica do histograma
Saída: Lista de contatos para cada partícula
Dados: i = índice da partícula, 𝑁𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑡𝑜𝑠 = número de colisões, d = diâmetro das
partículas, ID = vetor que armazena os índices das partículas em contato
1 Kernel 𝐿𝑖𝑠𝑡𝑎𝐶𝑜𝑛𝑡𝑎𝑡𝑜𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑉 )
2 𝑁𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑡𝑜𝑠 ← 0
3 𝑝𝑖 ← {𝑥(𝑖), 𝑦(𝑖), 𝑧(𝑖)}
4 𝑘 ← valor do hash da partícula i
5 para cada célula vizinha de k faça
6 𝑚← valor do hash da célula vizinha
7 𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑜← 𝑆(𝑚)
8 𝑓𝑖𝑚← 𝑆(𝑚 + 1)
9 para j=inicio até j=fim faça
10 𝑝𝑗 ← {𝑥(𝑗), 𝑦(𝑗), 𝑧(𝑗)}
11 𝑑𝑖𝑠𝑡← 𝑝𝑖 − 𝑝𝑗
12 se |𝑑𝑖𝑠𝑡| < d então
13 𝐼𝐷(𝑁𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑡𝑜𝑠) ← 𝑗
14 𝑁𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑡𝑜𝑠 ← 𝑁𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑡𝑜𝑠 + 1
15 retorna ID e 𝑁𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑡𝑜𝑠
A Fig. A.5 detalha a execução de todos os passos executados pelo algoritmos de detecção de
contatos descrito anteriormente, utilizando um problema envolvendo seis partículas.
A.3 Precisão e características da GPU
Como as GPUs possuem um desempenho mais elevado para cálculos em precisão simples
(32-bits) do que em precisão dupla (64-bits), os integradores também foram implementados para
serem executados nas duas precisões. Assim, pode-se verificar a possibilidade da execução de
simulações em DEM utilizando-se apenas integradores em precisão simples.
Todos os algoritmos em GPU foram implementados utilizando-se a linguagem de
programação CUDA versão 7.5 e executados em uma GPU Geforce GTX 580 da NVIDIA. Os
algoritmos em CPU foram executados em um Core i7 920 da Intel. As tabelas (A.1) e (A.2)
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Figura A.5: Detalhamento dos passos executados pelo algoritmo de detecção de contatos para
um problema de seis partículas. A partir da etapa (c), o Algoritmo A.4 é executado com um
thread por partícula, que irá produzir a lista de pares de contato.
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apresentam as características de ambos os sistemas utilizados.
Tabela A.1: Características da GPU
Geforce GTX 580
Versão do driver CUDA 7.5
Memória global disponível 1,5 GB
Quantidade de CUDA Cores 512
Frequência da GPU 1,60 GHz
Processamento (precisão simples) 1580 GFlops
Processamento (precisão dupla) 205 GFlops
Tabela A.2: Características da CPU
Core i7 920
Quantidade de núcleos 4
Frequência da CPU 2,66 GHz
Memória RAM no sistema 18 GB
Processamento (precisão simples) 100 GFlops
Processamento (precisão dupla) 50 GFlops
ANEXO B Simulação de partículas usando os métodos DEM e
DPD
B.1 Formulação dos metodos de partícula DEM e DPD
Nesta anexo se apresenta de forma detalhada os métodos de partículas DEM e DPD de-
vido a que estos métodos apresentavam uma alternativa desejada para a formulação e desenvol-
vimento do simulador para micro-fluidos para o modelagem de micro-bomba peristáltica.
B.2 DPD
O trabalho de Steiner e outros, 2009 foi o primeiro a aplicar o método DPD em um
sistema real de interesse para engenharia na área de LOC. Uma das vantagens do método é que,
para sistema mesoscópicos com baixo número de Reynold, tanto o fluido quanto os materiais
em suspensão e a estrutura mecânicas podem ser representados por partículas de fluido, e
pode-se agregar vários domínios físicos às interações entre partículas.
Segundo Steiner e outros, 2009, tanto as partículas quanto os materiais macios são mo-
delados por partículas de fluido (Fluid Partiles ou FP) que interagem entre si, e cujas dinâmicas
seguem as leis de Newton (Equação B.1):
F𝑖 = 𝑚𝑖r¨𝑖 (B.1)
Onde 𝑚𝑖 é a massa da partícula 𝑖, e r𝑖 é sua coordenada espacial no referencial do laborató-
rio. F𝑖 é a força total sobre a partícula que, em sua forma mais simples, é a soma das forças
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conservativas, dissipativas e aleatórias, dada pela (Equação B.2):
𝐹𝑖 =
∑︁
𝑗
(𝐹𝐶𝑖𝑗 + 𝐹
𝐷
𝑖𝑗 + 𝐹
𝑅
𝑖𝑗 ) + 𝐹
𝑒𝑥𝑡
𝑖 (B.2)
F𝑒𝑥𝑡𝑖 é uma força externa tal como a gravidade. A força conservativa normalmente utilizada em
DPD é uma fraca força central de repulsão agindo entre as partículas 𝑖 e 𝑗 (Equação B.3):
F𝐶𝑖𝑗 =
⎧⎨⎩𝐴𝑖𝑗𝑤𝐶(𝑟𝑖𝑗)e𝑖𝑗 Se 𝑟𝑖𝑗 < 10 Se 𝑟𝑖𝑗 ≥ 1 (B.3)
Onde r𝑖𝑗 = r𝑖− r𝑗 , 𝑟𝑖𝑗 = |r𝑖𝑗|, e e𝑖𝑗 = r𝑖𝑗/𝑟𝑖𝑗 . A função de ponderação 𝑤𝐶(𝑟) = (1− 𝑟/𝑟𝑐) cai
a zero para distâncias entre partículas 𝑟 maiores que uma distância de corte 𝑟𝑐, determinando
assim o alcance efetivo das forças. É conveniente escolher-se 𝑟𝑐 igual a uma unidade de com-
primento, e usualmente é feita igual à unidade (𝑟𝑐 = 1). O uso de uma função potencial suave
permite que se utilize um passo de discretização no tempo relativamente grande, mas implica
em viscosidade muito baixa. Se a força conservativa for fraca, a maior parte da viscosidade será
gerada pela força dissipativa F𝐷𝑖𝑗 (Equação B.4):
F𝐷𝑖𝑗 =
⎧⎨⎩−𝛾𝜔𝐷(𝑟𝑖𝑗)(v𝑖𝑗 · e𝑖𝑗)e𝑖𝑗 Se 𝑟𝑖𝑗 < 10 Se 𝑟𝑖𝑗 ≥ 1 (B.4)
E a força aleatória tem a seguinte descrição (Equação B.35):
F𝑅𝑖𝑗 =
⎧⎨⎩−𝜎𝑤𝑅(𝑟𝑖𝑗)𝜉r𝑖𝑗(∆𝑡)
1
2 Se 𝑟𝑖𝑗 < 1
0 Se 𝑟𝑖𝑗 ≥ 1
(B.5)
Onde 𝜎 é a amplitude da variável aleatória 𝜉𝑖𝑗 . A força dissipativa é proporcional à velocidade
relativa v𝑖𝑗 = v𝑖 − v𝑗 entre duas FP. Note-se que FR depende da raiz quadrada do intervalo
de tempo de integração ∆𝑡: F𝐷𝑖𝑗 e F
𝑅
𝑖𝑗 obedecem ao teorema da flutuação-dissipação, segundo
o qual 𝜎 e 𝛾 são relacionados por 𝜎2 = 2𝛾𝑘𝐵𝑇 e 𝑤𝑖𝑗(𝑟)2 = 𝑤𝑖𝑗(𝑟), onde 𝑘𝐵 é a constante
de Bolztmann. Juntas, essas variáveis agem como um termostato que mantém o sistema em
uma temperatura definida 𝑇 . As funções de ponderação geralmente são 𝑤𝑅 = 𝑤𝐶 . As forças
introduzidas acima são centrais, de modo que há conservação dos momentos linear e angular.
Se houver médias espaço-temporais suficientes das velocidades v¯ e densidades 𝜌, as equações
de Navier-Stokes são obedecidas com uma viscosidade 𝜂 bem definida (Equação B.36):
𝜌
𝜕
𝜕𝑡
v¯ + 𝜌v¯ · ∇v¯ = −∇𝜌 + 𝜂∇2v¯ + 𝜌g (B.6)
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Onde 𝜌 é a distribuição de pressão e g é a força de corpo. A equação de estado do sistema
(EOS), dada a força descrita pela Eq. B.33, é igual a (Equação B.37):
𝑝 = 𝜌𝑘𝐵𝑇 + 𝛼𝐴
−1𝜌2 (B.7)
Onde 𝛼 é um fator de correção devido à aproximação de campo-médio. Há outras variantes
dessas equações, que podem descrever situações mais complexas como, por exemplo, a coe-
xistência de líquido e vapor. Dois pontos devem ser destacados. Primeiro, que não há relação
simples entre os parâmetros de transporte como difusividade e viscosidade e quantidades do
modelo tais como 𝐴, 𝑇 e 𝛾 (Wang e outros, 2008a; Steiner e outros, 2009). Em tese essas
relações devem ser determinadas por métodos de mecânica estatística (Road e outros, 1995;
Steiner e outros, 2009). Mas felizmente, na prática isto raramente é necessário, pois essas pro-
priedades são facilmente medidas numericamente para um número suficientemente grande de
pontos de referência no espaço de parâmetros, pelos métodos-padrão de dinâmica molecular de
não-equilíbrio (Wang e outros, 2008a; Road e outros, 1995).
B.3 DEM
Discrete, or Distinct, Element Method (DEM) é uma poderosa ferramenta para mode-
lagem numérica do comportamento mecânico de um grande numero de partículas, onde cada
partícula é considerada como um corpo rígido, com graus de liberdade de translação e de ro-
tação atribuídas aos seus centros de massa (Nakashima, 2004; Cundall e Strack, 1979). Ao
mover-se, algumas das partículas entram em contato com outras, e uma formulação de contato
é obrigada a aplicar forças repulsivas para evitar que as partículas movam-se umas através das
outras (Iwashita e Oda, 2000; Oñate e Owen, 2011).
Os movimentos das partículas 𝑖 causados pelas interações com suas partículas vizinhas são
descritos pelas Equações B.8 (a) e (b).
𝑚𝑖
𝑑
−→
𝑉 𝑖
𝑑𝑡
= 𝑚𝑖
−→𝑔 +
𝑘∑︁
𝑗=1
(
−→
𝐹 𝑐𝑛,𝑖𝑗 +
−→
𝐹 𝑑𝑛,𝑖𝑗 +
−→
𝐹 𝑐𝑡,𝑖𝑗 +
−→
𝐹 𝑑𝑡,𝑖𝑗) +
−→
𝐹 𝑓𝑙 (B.8a)
𝐼𝑖
𝑑−→𝜔 𝑖
𝑑𝑡
𝑘∑︁
𝑗=1
(
−→
𝑇 𝑖𝑗 +
−→
𝑀 𝑖𝑗) +
−→
𝑀 𝑓𝑙 (B.8b)
Onde para a partícula 𝑖, 𝑚𝑖 é a massa (𝑘𝑔), 𝐼𝑖 é o momento de inercia (𝑘𝑔𝑚),
−→
𝑉 𝑖 é a velocidade
de translação (𝑚/𝑠), −→𝜔 𝑖 é a velocidade de rotação (𝑠−1) e 𝑘 é o número de partículas vizinhas.
As componentes de forças da Equação B.8 (a) são dadas pela força normal de contato (𝑁 ) da
Equação B.9, a força normal de amortecimento (𝑁 ) da Equação B.10, a força tangencial de
contato (𝑁 ) da Equação B.11 (a), que é limitada pela Equação B.11 (b), e a força de arraste
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−→
𝐹 𝑓𝑙 (𝑁 ). −→
𝐹 𝑐𝑛,𝑖𝑗 = −𝐾𝑛𝛿
3
2
𝑛
−→𝑛 (B.9)
−→
𝐹 𝑑𝑛,𝑖𝑗 = −𝐶𝑛−→𝑉 𝑛,𝑖𝑗 (B.10)
𝑑
−→
𝐹 𝑐𝑡,𝑖𝑗
𝑑
−→
𝛿
= −𝐾𝑡 (B.11a)⃒⃒⃒−→
𝐹 𝑐𝑡,𝑖𝑗
⃒⃒⃒
≤ 𝜇𝑠
⃒⃒⃒−→
𝐹 𝑐𝑛,𝑖𝑗
⃒⃒⃒
(B.11b)
As componentes da torção da Equação B.8 (b) são dadas pelo torque de momento (𝑁𝑚) da
Equação B.12, o torque de atrito (𝑁𝑚) da Equação B.13 e o momento de arraste
−→
𝑀 𝑓𝑙 (𝑁𝑚).
−→
𝑇 𝑖𝑗 = 𝑅𝑖
(︁−→
𝐹 𝑐𝑡,𝑖𝑗 +
−→
𝐹 𝑑𝑡,𝑖𝑗
)︁
(B.12)
−→
𝑀 𝑖𝑗 = −𝜇𝑟
⃒⃒⃒−→
𝐹 𝑐𝑛,𝑖𝑗
⃒⃒⃒ −→𝜔 𝑖
|−→𝜔 𝑖| (B.13)
Onde as constantes acima podem estar em função de 𝐾𝑛 =
4
3
𝐸*
√
𝑅*, 𝐶𝑛 = − ln 𝜀
√
𝑚*𝐾𝑛√︁
𝜋2 + (ln 𝜀)2
,
𝐾𝑡 = 2
√︀
𝑅𝛿𝑛
(︂
𝐺𝑖
2− 𝑣𝑖 +
𝐺𝑗
2− 𝑣𝑗
)︂
, 𝐶𝑡 = 𝐾𝑛
√︂
𝐾𝑡
𝐾𝑛
, 𝛿𝑛 é o contato de deslocamento normal, 𝛿𝑡
é o contato de deslocamento tangencial,
1
𝐸*
=
1− 𝑣2𝑖
𝐸𝑖
+
1− 𝑣2𝑗
𝐸𝑗
e
1
𝑅*
=
1
|𝑅𝑖‖ +
1
|𝑅𝑗| .
Onde 𝐸 é o Modulo de Young (𝑃𝑎), 𝜐 é o coeficiente de Poisson, 𝑅𝑖 é o raio da partí-
cula (𝑚), 𝐺 é o modulo elástico de cortante, 𝜇𝑠 é coeficiente de atrito de deslizamento, 𝜇𝑟 é o
coeficiente de atrito de rotação e 𝜀 é o coeficiente de restituição. A determinação das forças de
interação foi detalhado por Lee e outros, 2008, Zhou e outros, 2002, e Nakashima, 2004.
O método dos elementos discretos (DEM) originalmente desenvolvido por Cundall e
Strack, 1979, provou ser uma ferramenta numérica poderosa e versátil para modelar o com-
portamento de sistemas granulares e de partículas (Jensen e outros, 1999; Kruggel-Emden
e outros, 2008; Zhu e outros, 2008), e também para estudar a micromecânica.
B.4 Implementação de simulador DEM e DPD
Nesta etapa do trabalho usando os métodos de partículas DEM e DPD como uma primeira
aproximação à implementação de problemas de fluxo de fluido. Esta aproximação busca ter
um primeiro ganho de experiência na programação de simuladores de partículas, sendo que a
estrutura geral nesses métodos é muito similar entre eles. Esses métodos estão divididos em três
passos:
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1. Integração temporal.
2. Interação Partícula-partículas (pesquisador de partículas).
3. Colisão de partículas (Green, 2010; Liu e Gu, 2005).
Desta maneira, implementação é disposta usando programação GPGPU com CUDA-C e
aplicando ferramentas de visualização interativa 3D. Assim, conseguir um simulador com
expressivo ganho de tempo, tanto no desenvolvimento e aprimoramento dos programas quanto
na execução de simulações futuras envolvidas no tema de interesse, como é microfluídica e
a simulação da micro-bomba. Este trabalho é baseado no código Particle Simulation using
CUDA, desenvolvido pelo Green, 2010, onde neste trabalho propõe-se sua modificação em uma
nova simulação de partículas fazendo uma formulação própria do método Discrete Element
Method (DEM) e Dissipative Particle Dynamics (DPD, e a alteração de sua visualização no
OpenGL, acrescentando a implementação de novos exemplos de estudo como fluxo contínuo de
partículas, queda de coluna de fluido e fluido-estrutura, além, da implementação da visualização
da grandeza da velocidade em cada partícula.
Formulação DEM do Prof. Green
Para a formulação DEM a diferença da secção B.3, o Prof. Green propõe um modelo mas
simplificado, onde as forças entre as partículas 𝑖 e 𝑗 é dada como:
1. Força de mola (F𝑚), dada como:
F𝑚𝑖𝑗 = −𝐾𝑚 (𝐷𝑖𝑗 − |r𝑖𝑗|) 𝜂𝑖𝑗 (B.14)
2. Força de amortecimento (F𝐴), dada como:
F𝐴𝑖𝑗 = 𝛾𝐴 (v𝑖𝑗) (B.15)
3. Força cortante (F𝑆), dada como:
F𝑆𝑖𝑗 = 𝛾𝑆 [v𝑖𝑗 − (v𝑖𝑗 · 𝜂𝑖𝑗) 𝜂𝑖𝑗] (B.16)
4. Força de atração (F𝑎), dada como:
F𝑎𝑖𝑗 = 𝐾𝑎 (r𝑖𝑗) (B.17)
Onde pelas equações B.14 a B.17,𝐾𝑚 é o coeficiente de mola, 𝛾𝐴 coeficiente de amortecimento,
𝛾𝑆 coeficiente cortante, 𝐾𝑎 é o coeficiente a atração, 𝐷𝑖𝑗 é a soma entre os raios das partículas 𝑖
e 𝑗, r𝑖𝑗 é o vetor de distância relativa entre as partículas 𝑖 e 𝑗, v𝑖𝑗 é o vetor de velocidade relativa
entre as partículas 𝑖 e 𝑗 e 𝜂𝑖𝑗 é o vetor unitário na direção normal entre as partículas 𝑖 e 𝑗; Estas
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variáveis serão explicadas com detalhamento nos próximos tópicos.
B.4.1 Formulação Proposta para DEM
Para um estudo mais completo, se desenvolve inspirados nas formulações mostradas
acima uma formulação própria para DEM. Primeiramente uma formulação DEM precisa ex-
plicar o posicionamento e cinética do problema entre as partículas 𝑖 e 𝑗. Considera-se o contato
entre as partículas como se mostra na Fig. B.1, onde se calcula a distância de sobreposição en-
tre partículas dado como 𝛿𝑖𝑗 , de esta maneira, o melhor caminho é fazer a descomposição das
componentes globais do sistema coordenado desde um sistema local de componentes normal-
tangencial. Onde a distância entre centros das partículas (𝐷𝑖𝑗) no primeiro instante (Fig. B.1
Figura B.1: Distância de sobreposição entre partículas dado como 𝛿𝑖𝑗 (Luding, 2008).
(a)) de contato ∆𝑡 ≈ 0 é igual à soma de raios das partículas dado como:
𝐷𝑖𝑗 = 𝑅𝑖 + 𝑅𝑗 (B.18)
Onde 𝑅𝑖 e 𝑅𝑗 são os raios de 𝑖 e 𝑗 respectivamente. Desta forma, o vetor distância entre centros
na direção normal também chamada distância relativa entre as partículas (𝑟𝑖𝑗) depois do contato
entre as partículas é dada pelos vetores de posição r𝑖 e r𝑗 (Fig. B.1 (b)) como:
r𝑖𝑗 = r𝑗 − r𝑗 (B.19)
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Desta forma, pode ser formulado o vetor unitário normal (𝜂𝑖𝑗) como:
𝜂𝑖𝑗 =
r𝑖𝑗
|r𝑖𝑗| (B.20)
Assim, a distância de sobreposição entre partículas é dada pelo vetor 𝛿𝑖𝑗 (Fig. B.1 (c) e (d))
calculado como:
𝛿𝑖𝑗 = (𝐷𝑖𝑗 − |r𝑖𝑗|) 𝜂𝑖𝑗 (B.21)
Cinética das Partículas
Para o cálculo da velocidade relativa (v) acontece quando as velocidades das partículas 𝑖
e 𝑗 interagem entre elas como na Fig. B.2 (a), desta maneira forma-se a velocidade relativa (ver
Fig. B.2 (b)) entre elas como:
v𝑖𝑗 = v𝑗 − v𝑖 (B.22)
No entanto, precisa-se das componentes normal-tangencial de estas velocidades para o analise
em DEM. Assim, a formulação das componentes normal (v𝑛𝑖𝑗) e tangencial (v𝑡𝑖𝑗) da velocidade
relativa v𝑖𝑗 esta dada como as equações B.23 e B.24 respectivamente.
v𝑛𝑖𝑗 = (v𝑖𝑗 · 𝜂𝑖𝑗) 𝜂𝑖𝑗 (B.23)
v𝑡𝑖𝑗 = v𝑖𝑗 − v𝑛𝑖𝑗 = v𝑖𝑗 − (v𝑖𝑗 · 𝜂𝑖𝑗) 𝜂𝑖𝑗 (B.24)
Desta forma, a componente tangencial da força repulsiva tratada mas abaixo, usa-se a veloci-
dade de expulsão, dada com:
v𝑅𝑖𝑗 = (v𝑖𝑗 × 𝜂𝑖𝑗)× 𝜂𝑖𝑗 (B.25)
Força de contato DEM
No DEM a força de contato (F𝐶𝑖𝑗) é definida pela soma das componentes da força dissipa-
tiva (F𝐷𝑖𝑗 ) e a força repulsiva (F
𝑅
𝑖𝑗) como:
F𝐶𝑖𝑗 = F
𝐷
𝑖𝑗 + F
𝑅
𝑖𝑗 (B.26)
Onde a força dissipativa esta dada em componente normal-tangencial como:
F𝐷𝑖𝑗 = 𝛾𝑡v
𝑡
𝑖𝑗 + 𝛾𝑛v
𝑛
𝑖𝑗 = 𝛾𝑡 [v𝑖𝑗 − (v𝑖𝑗 · 𝜂𝑖𝑗) 𝜂𝑖𝑗] + 𝛾𝑛 (v𝑖𝑗 · 𝜂𝑖𝑗) 𝜂𝑖𝑗 (B.27)
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Figura B.2: (a) Velocidades das partículas no contato 𝑖 e 𝑗 e (b) Soma vetorial para a formação
da velocidade relativa v𝑖𝑗 .
e a força repulsiva como:
F𝑅𝑖𝑗 = −𝐾𝑛𝛿𝑖𝑗 + 𝐾𝑡v𝑡𝑖𝑗 = −𝐾𝑛 [(𝐷𝑖𝑗 − |r𝑖𝑗|) 𝜂𝑖𝑗] + 𝐾𝑡 (v𝑖𝑗 × 𝜂𝑖𝑗)× 𝜂𝑖𝑗 (B.28)
Onde para as equações B.27 e B.28, 𝛾𝑡 coeficiente de amortecimento tangencial, 𝛾𝑛 coeficiente
de amortecimento normal, 𝐾𝑛 modulo de mola normal e 𝐾𝑡 modulo de mola tangencial.
Organizando as Equações B.26, B.27 e B.28 em componentes de força normal (F𝑛) e força
tangencial (F𝑡), para a parte normal e dada como:
F𝑛𝑖𝑗 = 𝐾𝑛𝛿𝑖𝑗 + 𝛾𝑛v
𝑛
𝑖𝑗 = −𝐾𝑛 [(𝐷𝑖𝑗 − |r𝑖𝑗|) 𝜂𝑖𝑗] + 𝛾𝑛 (v𝑖𝑗 · 𝜂𝑖𝑗) 𝜂𝑖𝑗 (B.29)
No entanto, a parte tangencial é igual a:
F𝑡𝑖𝑗 = 𝐾𝑡v
𝑡
𝑖𝑗 + 𝛾𝑡v
𝑡
𝑖𝑗 = −𝐾𝑡 (v𝑖𝑗 × 𝜂𝑖𝑗)× 𝜂𝑖𝑗 + 𝛾𝑡 [v𝑖𝑗 − (v𝑖𝑗 · 𝜂𝑖𝑗) 𝜂𝑖𝑗] (B.30)
B.4.2 Código implementado DEM em CUDA
Assim, o código sobre CUDA para DEM fica como:
__device__ float3 cru(float3 a, float3 b)
{
return make_float3(a.y * b.z - a.z * b.y, a.z * b.x
- a.x * b.z, a.x * b.y - a.y * b.x);
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}
// collide two spheres using DEM method
__device__
float3 collideSpheres(float3 posA, float3 posB,
float3 velA, float3 velB,
float radiusA, float radiusB,
float attraction)
{
// calculate relative position
float3 relPos = posB - posA;
float dist = length(relPos);
float collideDist = radiusA + radiusB;
float3 force = make_float3(0.0f);
float3 forceN = make_float3(0.0f);
float3 forceT = make_float3(0.0f);
if (dist < collideDist)
{
float3 norm = relPos / dist;
// relative velocity
float3 relVel = velB - velA;
// relative normal velocity
float3 normVel = dot(relVel, norm) * norm;
// relative tangential velocity
float3 tanVel = relVel - normVel;
//******Força Norma: takes into account excluded volume and dissipation,
// involves a linear repulsive and a linear dissipative force
// Força de repulção (mola) Normal
forceN = -params.spring*(collideDist- dist)*norm;
// Força dissipativa (amortecedora) Normal
forceN += params.damping*normVel;
//******Força Tangencial ******************************
//Força de dissipativa (amortecimento) Tangencial
forceT = params.shear*tanVel;
// Força de repulsão (mola) Tangencial
forceT = -params.mola_tangencial*cru(cru(relVel,norm),norm);
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// força de atração
force += params.attraction*relPos;
//******* Força Total
force += forceN + forceT;
}
return force;
}
B.4.3 Formulação própria DPD
A formulação própria sobre DPD considerasse que é derivado ou vem da formulação
DEM, já que os dois são derivados da Dinâmica Molecular (DM). Onde o comportamento em
DPD esta dado pela soma das forças conservativa (F𝑐), força dissipativa (F𝑑) e força aleatória
(ou randômica) (F𝑟), como a força:
F𝑖𝑗 = F𝑐 + F𝑑 + F𝑟 (B.31)
Força conservativa
Se conhecemos a força conservativa como a mesma força repulsiva, a qual considera-se
que é um tipo de força repulsiva na direção normal às partículas em contato, similar à formula-
ção da componente normal da força repulsiva (
[︀
F𝑅𝑖𝑗
]︀𝑛
, ver Equação B.28), dada como:
[︀
F𝑅𝑖𝑗
]︀𝑛 ≈ F𝑐𝑖𝑗
F𝑐𝑖𝑗 = −𝐾𝑛 [(𝐷𝑖𝑗 − |r𝑖𝑗|) 𝜂𝑖𝑗]
F𝑐𝑖𝑗 = −𝐾𝑛 *𝐷𝑖𝑗
[︁(︁
1− |r𝑖𝑗 |
𝐷𝑖𝑗
)︁
𝜂𝑖𝑗
]︁ (B.32)
Onde lembremos que a variável 𝐷𝑖𝑗 é uma constante em função dos raios das partículas em
contato (Equação B.18). Então considerando a função peso 𝑊 (𝑟) como:
𝑊 (𝑟) = 1− |r𝑖𝑗|
𝐷𝑖𝑗
(B.33)
E mudando 𝐾𝑛 *𝐷𝑖𝑗 como a constante 𝐴𝑖𝑗 , a Equação B.32 pode ser transformada como:
F𝑐 = 𝐴𝑖𝑗𝑊 (𝑟)𝜂𝑖𝑗 (B.34)
Desta maneira, a parte conservativa da proposta neste trabalho para o método DPD fica como
a Equação B.34, sendo muito similar ás utilizadas na literatura (Moeendarbary e outros, 2009;
Warren, 1998; Español, 2005).
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Força Dissipativa
Em DPD a força dissipativa tradicionalmente é definida como:
F𝑑 = 𝛾𝑊 𝑑(𝑟)𝑣𝑛𝑖𝑗 (B.35)
Onde se considera 𝑊 𝑑(𝑟) = [𝑊 (𝑟)]2 (Hoogerbrugge e outros, 2007; Steiner e outros, 2009;
Serrano e outros, 1999). De esta forma, 𝑊 𝑑(𝑟) é dada como:
𝑊 𝑑(𝑟) =
(︁
1− |r𝑖𝑗 |
𝐷𝑖𝑗
)︁2
𝑊 𝑑(𝑟) = 1− 2 |r𝑖𝑗 |
𝐷𝑖𝑗
+
(︁
|r𝑖𝑗 |
𝐷𝑖𝑗
)︁2 (B.36)
Então, a Equação B.35 pode ser re-definida da Equação B.36 como:
F𝑑 = 𝛾𝑊 𝑑(𝑟)𝑣𝑛𝑖𝑗
F𝑑 = 𝛾
[︂
1− 2 |r𝑖𝑗 |
𝐷𝑖𝑗
+
(︁
|r𝑖𝑗 |
𝐷𝑖𝑗
)︁2]︂
𝑣𝑛𝑖𝑗
F𝑑 = 𝛾𝑣𝑛𝑖𝑗 + 𝛾𝑣𝑛𝑖𝑗
[︂(︁
|r𝑖𝑗 |
𝐷𝑖𝑗
)︁2
− 2 |r𝑖𝑗 |
𝐷𝑖𝑗
]︂ (B.37)
Comparando a força dissipativa do método DEM (Equação B.27) e a força dissipativa para DPD
da Equação B.37, dadas como:
Força Dissipativa DPD
F𝑑 = 𝛾𝑣𝑛𝑖𝑗 + 𝛾𝑣𝑛𝑖𝑗
[︂(︁
|r𝑖𝑗 |
𝐷𝑖𝑗
)︁2
− 2 |r𝑖𝑗 |
𝐷𝑖𝑗
]︂
Força Dissipativa DEM
F𝐷𝑖𝑗 = 𝛾𝑛v𝑛𝑖𝑗 + 𝛾𝑡
(︀
v𝑖𝑗 − v𝑛𝑖𝑗
)︀
= (𝛾𝑛 − 𝛾𝑡) v𝑛𝑖𝑗 + 𝛾𝑡v𝑖𝑗
(B.38)
Pode-se concluir que as Equações B.38 são semelhantes na componente normal e apresentam
uma tendência semelhante na parte do lado direito nas formulações DEM e DPD.
Força Aleatoria
Para a força aleatória, esta dada na literatura (Hoogerbrugge e outros, 2007; Es-
pañol, 2005) como:
F𝑟 = −𝜎𝑊 𝑟(𝑟)𝜉𝑖𝑗𝜂𝑖𝑗 (B.39)
Onde 𝜉𝑖𝑗 é uma variável aleatória com média em zero (0) e desvio padrão igual a um (1), e 𝜎 é
a magnitude da variáveis aleatória 𝜉𝑖𝑗 e 𝑊 𝑟(𝑟) = 𝑊 (𝑟).
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Aplicação de CUDA pela varável aleatória 𝜉𝑖𝑗
Para a variável 𝜉𝑖𝑗 usa-se a distribuição normal, usando a função da biblioteca de CUDA
para desenvolver números randômicos no Device chamada de CURAND NVIDIA, 2008, e usa-
mos sua função curand normal, fazendo seu chamado como:
__device__ float
curand_normal (curandState *s);
Esta é uma função que entrega uma distribuição normal float com valor com media em 0.0
e desvio padrão 1,0. Este resultado pode ser escalado e deslocou-se para produzir valores de
distribuição normal com qualquer média e desvio padrão.
B.4.4 Código implementado DEM em CUDA
Assim o código sobre CUDA para DPD proposto, fica como:
__device__ float
curand_normal (curandState *s);
// collide two spheres using DEM method
__device__
float3 collideSpheres(float3 posA, float3 posB,
float3 velA, float3 velB,
float radiusA, float radiusB,
float attraction)
{
// calculate relative position
float3 relPos = posB - posA;
float dist = length(relPos);
float collideDist = radiusA + radiusB;
float3 force = make_float3(0.0f);
if (dist < collideDist)
{
//Função Peso
float W_C = 1-(dist/(collideDist));
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float3 norm = relPos / dist;
// relative velocity
float3 relVel = velB - velA;
// relative tangential velocity
float3 normVel = (dot(relVel, norm) * norm);
// conservative Force
force = -params.spring*collideDist*W_C*norm;
// Dissipative force
force += (params.damping-params.shear)*W_C*W_C*normVel;
//Random Force
curandState s1;
curandState s2;
curandState s3;
float3 RAM_N = make_float3(curand_normal(&s1),curand_normal(&s2),curand_normal(&s3));
//float RAM_N=1;
force += -params.mola_tangencial*W_C*(RAM_N/30)*norm;
force += params.attraction*relPos;
}
return force;
}
B.4.5 Resultados primeira aproximação DEM e DPD
Para este trabalho desenvolve-se duas formulações para DEM e DPD.
No método DEM presenta-se uma nova formulação modificando o trabalho do Green, 2010,
sendo a principal diferencia a força de mola, ao integrar de maneira diferente a força tan-
gencial repulsiva (ver Equação B.28). Porem, mostram-se com um comportamento muito
semelhante entre as duas simulações, onde se pode comentar uma pequena melhor estabili-
dade da proposta deste trabalho, como pode-se ver nas Fig. B.3 e a Fig. B.4, onde repara-se
que a simulação do Prof. Green, tem algumas partículas dispersas, embora nossa simulação não.
Entretanto, a simulação pelo método DPD tem um comportamento mais instável que o
código original e nossa formulação pelo DEM, como pode ser visto na Fig. B.5. O qual era de
se esperar, por ter a componente de força aleatória o que busca recrear os graus de liberdade
perdido ao ser formulados em escala mesometrítica (Steiner e outros, 2009; Español, 2005) o
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Figura B.3: Simulação modelo DEM desenvolvida neste trabalho.
Figura B.4: Simulação modelo DEM desenvolvida pelo Green, 2010.
que faz que achar os parâmetros certos para um comportamento estável sejam mais difíceis
que para o caso DEM. Pelo observado do código Particle Simulation using CUDA, CUDA-C
(NVIDIA, 2008; Sanders e Kandrot, 2011; Kirk e outros, 2010) mostra ser uma interessante
ferramenta para a implementação de modelos livres de malha com partículas, e sem duvida a
programação em paralelo sera implementada no decorrer deste projeto.
ANEXO C Visualizador em tempo de processamento
C.1 Integração GPU e Simulação de Partículas
Agora, o objetivo deste trabalho é mostrar o potencial da simulação e visualização dos
métodos de partículas usando programação sobre GPU.
Os métodos baseadas em partículas têm várias vantagens sobre os métodos baseados em malha
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Figura B.5: Simulação modelo DPD desenvolvido neste trabalho.
(Green, 2010), algumas delas são:
1. Eles só realizam cálculos quando é necessário.
2. Eles exigem menos armazenamento e largura de banda, já que as propriedades do modelo
são armazenados apenas nas posições das partículas, em vez de em cada ponto do espaço.
3. Eles não são necessariamente restritos a uma caixa finita.
4. A conservação da massa é simples (uma vez que cada partícula representa uma quantidade
fixa de massa).
A principal desvantagem dos métodos baseadas em partículas é que requerem um grande
número de partículas para obter resultados realistas, fazendo o processamento computacional
muito pesado.
Felizmente, é relativamente fácil de paralelizar sistemas de partículas e a enorme capaci-
dade de computação paralela de GPU’s modernas agora torna possível simular sistemas de
grandes dimensões em taxas de tempo relativamente baixas. Assim, apesar dos métodos de
partículas em geral presentarem elevado custo computacional (Liu e Liu, 2003; Schiller, 2005),
novas perspectivas se apresentaram a partir de 2007, quando a NVIDIA lançou o primeiro
processador gráfico (GPU) de uso-geral (GPGPU), para ser usado como co-processador
matemático em sistemas de cálculo científico, acelerando dezenas de vezes a solução de
problemas complexos e diminuindo em muito o custo computacional, utilizando técnicas de
processamento massivamente paralelo (Sanders e Kandrot, 2011; Kirk e outros, 2010).
Desta maneira, o desenvolvimento de um simulador do fluxo de líquidos por métodos de
partículas e seja executado em GPGPU justifica-se pelos seguintes motivos: As interações
fluido-estrutura são fenômenos muito complexos, difíceis de se representar fielmente por
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modelos de ordem reduzida devido a não-linearidades dos fenômenos e às complexas geome-
trias dos dispositivos; Os métodos tradicionais de simulação numérica apresentam restrições
de desempenho em simulações dinâmicas. Um simulador capaz de representar com boa
fidelidade o fluxo de líquidos pode viabilizar a criação de modelos de ordem reduzida mais
fiéis que os atuais (Elwenspoek e Lammerink, 1999; Bourouina e Grandchamp, 1999; Bos e
Breedveld, 1985).
C.1.1 Visualização usando OpenGL e GLUT
Muitas vezes um grande problema nos métodos de partículas como é DEM e DPD é
que são projetados para ser métodos adimensionais (Cundall e Strack, 1979; Español e Ser-
rano, 1998) o que dificulta achar de formas simples os valores apropriados dos parâmetros dos
modelos, complicando a estabilização da simulação e estudo. No caso especial de DPD há um
termo oscilatório (randômico) em sua formulação, que aumenta a dificuldade, e que faz que
a visualização e modificação de parâmetros em tempo interativo uma questão critica e muito
relevante para o estudo, otimização e validação das simulações. Assim, o emprego da máquina
de estados como OpenGL e a biblioteca GLUT para visualização, transforma-se em uma im-
portante ferramenta.
OpenGL é "uma interface para hardware gráfico"(Wright e outros, 2010; Kessenich e ou-
tros, 2004). Assim, OpenGL pode ser considerada uma biblioteca de rotinas gráficas e de mode-
lagem, bi (2D) e tridimensional (3D), extremamente portável e rápida (Neider e outros, 1997).
Entretanto, a maior vantagem na sua utilização é a rapidez, uma vez que usa algoritmos cuidado-
samente desenvolvidos e otimizados pela Silicon Graphics, Inc., líder mundial em Computação
Gráfica e Animação (Neider e outros, 1997).
No entanto, GLUT (OpenGL Utility Toolkit) é uma biblioteca de funcionalidades de janelas que
permite delegar uma área de desenho para OpenGL. A biblioteca foi escrita por Mark Kilgard
enquanto ele trabalhava para a empresa Silicon Graphics (Wright e outros, 2010). A biblioteca
possui funcionalidades para criação e controle de janelas, e também tratamento de eventos de
dispositivos de entrada (mouse e teclado). Também existem rotinas para o desenho de formas
tridimensionais pré-definidas (como cubo, esfera, bule, etc).
C.1.2 Contribuições para este projeto
Esta parte do trabalho tem como objetivo mostrar as vantagens de usar as ferramentas
de visualização interativa implementado OpenGL e GLUT para o estudo de simuladores de
partículas DPD, em simulações em tempo interativo. Desta maneira, usa-se a formulação que
propõe-se de DPD na secção B.4.3, onde observa-se uma pobre estabilização na simulação (
ver Fig. B.5).
Neste trabalho consegue-se modificando o código feito pelo Prof. Simon Green, originalmente
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desenhado para simulação de partículas DEM (Green, 2010). Adaptamos o código para as novas
formulações seguindo o paradigma DPD e os novos requisitos de visualização dos problemas a
implementar. Os novos requisitos consistem em visualizar a magnitude da velocidade das partí-
culas usando uma faixa de cores que delimite entre a velocidade máxima e mínima do problema,
usando uma função de transferência que mapeie os valores das grandeza das velocidades das
partículas em cores RGBA (red green blue alpha)(Wright e outros, 2010), como se pode olhar
na Fig.C.1 do lado esquerdo, onde a máxima velocidade fica de cor vermelho e a mínima ve-
locidade de cor azul. Para isso, modifica-se a interface entre OpenGL e CUDA, já que uma
variável atualizada constantemente deve ser visualizada agora. O código anterior só visualizava
as partículas com cores arbitrárias definidas nos passos iniciais da simulação, como se mostra
na Fig.C.1 no lado direito.
Figura C.1: Visualização de partículas por Point Sprites. Na esquerda da figura, partículas pin-
tadas em relação com suas velocidades máximas e mínimas; Na direita visualização original,
feito pelo Green, 2010, onde os cores das partículas estão atribuídas de forma aleatório.
Com essas novas ferramentas, novos exemplos de estudo de interação fluidos-estrutura foram
possíveis:
∘ Fluxo contínuo de partículas.
∘ Queda de coluna de partículas.
∘ Interação com obstáculo em queda de coluna de partículas.
Os resultados visuais obtidos nos permitem formular novas hipóteses, e conseguir melhores
resultados como determinar o estado de estabilidade mais rápida nas simulações, assim como
também implementar problemas mais complexos.
C.1.3 Integração temporal e Interação CUDA-OpenGL
O passo de integração é o mais simples e consiste na atualização nas partículas da posição
e velocidade para mover-las através do espaço. Esta é implementada usando a integração sim-
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plificada de Euler (Green, 2010) para obter a velocidade, sendo atualizada com base na força
aplicada e na gravidade, e em seguida, a posição é atualizado com base na velocidade. Está
etapa é explicado pois é uma etapa fundamental para o entendimento da relação na simulação
de CUDA e OpenGL.
As posições e as velocidades das partículas são armazenadas em vetores de tipo float4. Elas são
transferidas ao OpenGL como um objeto de vetor de vértices (vertex buffer object, VBO), de
modo que ela pode ser processadas diretamente na GPU, no buffer usado pelo visualizador. Isto
se consegue usando classe a ParticleSystem e sua função createVBO:
ParticleSystem::createVBO(uint size)
{
GLuint vbo;
glGenBuffers(1, &vbo);
glBindBuffer(GL_ARRAY_BUFFER, vbo);
glBufferData(GL_ARRAY_BUFFER, size, 0, GL_DYNAMIC_DRAW);
glBindBuffer(GL_ARRAY_BUFFER, 0);
return vbo;
}
Desta forma, iniciar o vetor posição como m_posVbo, neste trabalho se adiciona uma variável
que está alocada também em um VBO e sera usada para alocar o cor das partículas em relação
a suas velocidades m_colorVBO. Estas variáveis são definidas como:
m_posVbo = createVBO(m_numParticles*4*sizeof(float));
registerGLBufferObject(m_posVbo, &m_cuda_posvbo_resource);
....
m_colorVBO = createVBO(m_numParticles*4*sizeof(float));
registerGLBufferObject(m_colorVBO, &m_cuda_colorvbo_resource);
Esta memória VBO é registrada para uso no CUDA, com a função
registerGLBufferObject e acessível via uma variável local via
cudaGLMapBufferObject:
{
dPos = (float *) mapGLBufferObject(&m_cuda_posvbo_resource);
dColor = (float *) mapGLBufferObject(&m_cuda_colorvbo_resource);
}
Assim, os vetores ficam em um buffer de dupla utilidade para que a atualização dos novos va-
lores não afete as partículas ainda não processadas. Assim, ao terminar a atualização os vetores
os dados podem ser usados de novo tanto na simulação como na visualização, como mostra a
Fig.C.2.
246
Figura C.2: Interação CUDA-OpenGL, mostra a relação do manejo das variáveis na GPU para
a parte do simulação e o Visualizador no código, usando CudaGLMapBufferObject.
C.2 Renderizado das partículas
0 renderizado das partículas é realizado pela maquina de estados OpenGL, fazendo uso
do Point Sprites (Wright e outros, 2010).
C.2.1 Point Sprite
Point Sprite é um recurso interessante suportado pelo OpenGL 1.5 e posteriores. Embora
OpenGL sempre apoie mapeamento de texturas em um ponto, antes da versão 1.5 esta
significava alocar uma textura única aplicada em um ponto inteiro. Grande numero de pontos
texturizados eram simplesmente varias versões de um único texel filtrado. Com Point Sprites
você pode colocar uma imagem de textura 2D em qualquer lugar na tela, desenhando um único
ponto 3D (Wright e outros, 2010).
Provavelmente a aplicação mais comum de point sprite é para sistemas de partículas. Um
grande número de partículas que se movem na tela podem ser representados como pontos para
produzir uma série de efeitos visuais. No entanto, o que representa esses pontos como pequenas
imagens 2D sobrepostas pode produzir fortes filamentos animados de streaming. No trabalho
apresentado aqui, o point sprite é definido como:
glEnable(GL_POINT_SPRITE_ARB);
glTexEnvi(GL_POINT_SPRITE_ARB, GL_COORD_REPLACE_ARB, GL_TRUE);
...
Ela consiste na ativação da GL_POINT_SPRITE_ARB, encaminhando o conjunto de parâme-
tros da textura no GL_COORD_REPLACE_ARB para o ambiente, em nosso caso, não se define
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uma textura se não um GLSL (OpenGL Shading Language) (Kessenich e outros, 2004) pixel
shader que faz os pontos tornar-se esferas.
Visualização das velocidades nas partículas e a textura da esfera nas partículas
Para que as partículas fiquem coloridas em relação as velocidades, emprega-se a variável
Color que ficara no buffer de dupla utilidade, nesta questão só sera usado na parte de visualiza-
ção do código. Desta maneira, usando a ferramenta de OpenGL, onde a faixa de cor relacionasse
às velocidades como:
color[originalIndex] = float2RGBA((length(vel)-velMin)/(velMax-velMin));
onde se normaliza a velocidade da partícula em questão em relação a velocidades máxima
(velmax) e mínima (velmin) no conjunto de partículas no problema, sendo esta usada pela
sub-rutina float2RGBA que relaciona estas com as cores RGBA como:
float4 float2RGBA( float f )
{
float q, t;
f *= 4;
t = f - floor(f);
q = 1 - t;
if (f < 0) return make_float4(0.0f, 0.0f, 1.0f, 0.0f);
else if (f < 1) return make_float4(0.0f, t*1.0f, 1.0f, 0.0f);
else if (f < 2) return make_float4(0.0f, 1.0f, q*1.0f, 0.0f);
else if (f < 3) return make_float4(t*1.0f, 1.0f, 0.0f, 0.0f);
else if (f < 4) return make_float4(1.0f, q*1.0f, 0.0f, 0.0f);
else return make_float4(1.0f, 0.0f, 0.0f, 0.0f);
}
Desta forma, pode-se colocar cores nas esferas com glColor4f em relação a cor das partícu-
las. Na Fig. C.3 vemos um exemplo de como ficam coloridas as partículas.
Além disso, o código do Green, 2010 para o visualizador das partículas traz um pixel shader
com GLSL (OpenGL Shading Language) (Kessenich e outros, 2004) que faz os pontos tornar-se
esferas. Desta maneira, temos a forma do pixel shader (spherePixelShader) que gera a
textura que se ligara para cada partícula, como:
// pixel shader for rendering points as shaded spheres
const char *spherePixelShader = STRINGIFY(
void main()
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Figura C.3: Exemplo de como ficam coloridas as partículas, para o problema de escorregamento
de fluido.
{
const vec3 lightDir = vec3(0.577, 0.577, 0.577);
// calculate normal from texture coordinates
vec3 N;
N.xy = gl_TexCoord[0].xy*vec2(2.0, -2.0) + vec2(-1.0, 1.0);
float mag = dot(N.xy, N.xy);
if (mag > 1.0) discard; // kill pixels outside circle
N.z = sqrt(1.0-mag);
// calculate lighting
float diffuse = max(0.0, dot(lightDir, N));
gl_FragColor = gl_Color * diffuse;
}
);
Desta maneira, a visualização das partículas ficam como um conjunto de esferas no espaço,
como se mostra na Fig.C.4.
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Figura C.4: Resultado da visualização das partículas como esferas usando Point Sprite e o Pixel
Shader.
C.2.2 Ferramentas interativas e Visualização
Usando a ferramenta OpenGL e GLUT consegue-se visualizar em tempo interativo as
partículas. Esta visualização esta composta por um cubo como pode-se ver na Fig.C.5, onde
as linhas dos cantos de cor branco, representam as paredes do cubo, que como se pode reparar
contem as partículas em seu interior. Desta maneira, o domínio dos problemas que se estudam
neste trabalho ficaram sempre dentro do cubo.
Figura C.5: Visualizador de simulador de partículas por CUDA.
Menus auxiliares e comandos por teclas
O visualizador tem duas aplicações para modificar em tempo real os problemas simulados,
o primeiro como se mostra na Fig.C.11, é ativado fazendo uso do botão secundário do mouse, o
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que chamaremos de menu principal, neste podem-se seleciona-las fazendo clique com o botão
principal do mouse sob a alternativa a usar, além como se mostra no menu (Fig.C.11) ao lado
das palavras que definem a ação fazer (Reset block, Reset random, Hole e etc.) em colchetes
quadrados os comandos em letras no teclado para aplicar as mesmas ações sem precisar de
ativar o menu. Desta forma, só é preciso usar os comandos o teclado para ativar as mudanças
em tempo real que sejam precisas.
Figura C.6: Menu auxiliar usando o botão secundário do mouse e comandos no teclado.
Fluxo continuo de partículas
Os problemas que podem-se ativar com o menu principal com o comando obstacle [o],
é o problema de fluxo contínuo de partículas. Ele consiste de uma condição onde o fluido esta
fluindo constantemente no domínio (do quadrado) pela ação da gravidade, desta maneira, as
partículas que se estão deslocando para a fronteira inferior (parede inferior do cubo) com uma
velocidade dada, são deslocadas a fronteira superior (parede superior do cubo) mantendo as
componentes da velocidade, desta forma se gera uma condição continua de fluxo das partículas,
como se pode ver na Fig.C.7.
Para modificar esta condição, implementou-se um menu que se ativa na parte superior da ja-
nela (ver Fig. C.5), onde a variação do orifício quadrado para um tamanho maior ou para me-
nor.Assim, gera-se nas paredes inferior e superior interação com as partículas de condições de
parede solida ou de fluxo continuo (1.0 representa a parede totalmente com fluxo de partículas),
como se mostra na Fig.C.7. Desta forma, na Fig.C.8 apresenta-se a condições intermediarias de
orifício.
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Figura C.7: Condição de fronteira de orifício para Fluxo de fluido.
Queda de coluna de partículas
O exemplo de coluna de partículas, que é uma coluna de partículas que caí pela ação da
gravidade, mas que na parede inferior do cubo ela se comporta como uma superfície sólida,
elas começam a descer como mostra-se na Fig.C.9 três passos de tempo entre a condição iniciar
até a colisão com todas as paredes frontais do cubo.
Este exemplo se ativa, desativando no menu principal a opção Hole [b] (que desativam
os orifícios) e no mesmo menu posteriormente Reset block [1], isto para evitar um estado
intermediário com o exemplo de Fluxo contínuo de partículas, ainda que pode ser interessante
seu estudo, ele não será tratado.
Interação com obstáculo em queda de coluna de partículas
Para este caso se implementa as mesmas ações que no exemplo de queda de coluna de
partículas, só que usando o menu principal ativamos o comando obstacle [o], gerando um cubo
de 0.2x0.2x0.2, sobre a parede inferior do cubo, onde seu centro para (𝑥,𝑦,𝑥) ficara na posição
(0.7,−0.9, 0.7) considerando a coordenada (0,0,0) no centro do cubo que define o domínio do
problema. Este está disposto com a condição de fronteira sólida para evitar a penetração das
partículas na fronteira. Na Fig.C.10 que mostra o comportamento do obstáculo em interação
com o escorregamentos das partículas na coluna.
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Figura C.8: Condição de fronteira, duas variações do orifício para fluxo de fluido, modificando
menu ativado pelo teclado.
Figura C.9: Passos de tempo no exemplo de coluna de partículas, até elas atingir todos as paredes
frontais.
Menu modificação de parâmetros na simulação
O menu de modificação de parâmetros é ativado usando tecla [h] no teclado, este co-
mando mostrara um menu na parte superior como se olha na Fig.C.11.
Além disso, pode-se modificar algumas propriedades relacionadas às colisões das partículas na
formulação DPD na simulação em tempo real, como passos de tempo (time step), constantes
nas equações de força (todos os parâmetros collide) e a velocidade de normalização (Norma-
lization Speed) que definira a intensidade com a qual se transforma a relação de velocidades
entre partículas em cores RGBA entre máximos e mínimos.
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Figura C.10: Interação com obstáculo em queda de coluna de partículas.
Figura C.11: Se mostra o visualizador de simulador de partículas por CUDA.
C.3 Discussão Implementação do Visualizador Interativo em Partículas
O visualizador de partículas mostra um comportamento interessante como pode-se
ver nas Fig.C.7 e C.8, as quais forma-se um perfil de velocidades como é de esperar em um
problema de fluxo continuo de partículas desse tipo (Anderson, 1995), validando o modelo, em
duas questões importantes, a primeira o uso dos parâmetros da formulação DPD e a segunda a
forma de implementar as condições de fronteira.
O emprego das ferramentas de integração CUDA-OpenGL usando
CudaGLMapBufferObject, permite ás simulações das partículas em tempo intera-
tivo, ajudando uma melhor iteração com o usuário. Desta forma, consegue-se um melhor
proveito dos tempos execução, diminuindo a procura de comportamentos desejados nas
simulações.
Desta maneira, justifica-se o uso de CUDA, OpenGL e GLUT, como uma alternativa so-
bre o uso de visualizadores comerciais ou livres, onde geralmente não é possível uma
simulação em tempo interativo e iteração com a simulação é quase nula. No caso especial de
simulação de método de partículas, os visualizadores especializados, são muito escassos, o que
faz deste trabalho um aporte considerável para este projeto.
Além disso, a implementação de novos exemplos como: fluxo contínuo de partículas,
254
Queda de coluna de partículas e Interação com obstáculo em queda de coluna de partículas.
Asseguram a possibilidade de futuras aplicações mas complexas, para os problemas que
aguardassem aplicar com este simulador em um futuro, como é fenômenos micro-fluídicos e a
micro-bomba peristáltica.
C.3.1 Conclusões Anexo
Conclui-se que o visualizador interativo usando método de DPD, é uma ferramenta útil
para o estudo e estabilização do método, para vários exemplos.
A visualização da grandeza das velocidades nas partículas, foi uma aplicação bem sucedida,
devido a que se consegue achar condições para o funcionamento ótimo do modelo. No caso
especial da aplicação das condições de contorno.
As ferramentas interativas, como menus, zoom, deslocamentos e rotação ajudam para
uma melhor observação dos fenômenos, já que em partículas a observação individual e
detalhada se torna crítica.
A execução de vários exemplos em um mesmo visualizador e além de sua modificação
em tempo real, acrescenta e facilita o estudo dos fenômenos em partículas, de uma maneira
mais geral.
A interação em GPU de OpenGL e CUDA, é uma interessante ferramenta tanto para a
visualização como na simulação de fenômenos físicos.
Para perspectivas futuras, a geração de corte, para visualização das partículas, em posi-
ções intermediárias e conseguir visualizar Linhas de fluxo que mostrem a trajetória das
partículas através do tempo, ajudariam a um melhor estudo do problema.
Além assim, melhorar a implementação das colisão nas partículas usando um método mais
complexo como SPH ou MLS. E por último, implementação de problemas mas complexos,
para casos de fenômenos com comportamento em estado de multi-escala.
